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Reziumeé

Disertaciniame darbe aprasyti autoriaus sudaryti geometriskai netiesiniy
tampriy plastiniy statybiniy strypiniy konstrukeijy skaic¢iavimo ir optimizavimo
uzdaviniy, ribojant konstrukcijos poslinkius, matematiniai modeliai. Sukurtas
geometriskai netiesiniy erdviniy strypiniy konstrukeijy optimizavimo, ribojant
poslinkius, uzdavinio sprendimo originalus algoritmas. Disertacijg sudaro jvadas,
trys skyriai, rezultaty apibendrinimas, naudotos literatiiros ir autoriaus publikacijy
disertacijos tema sgrasai bei 8 priedai.

Ivadiniame skyriuje aptariama tiriamoji problema, apraSomas tyrimy
objektas ir metodai, formuluojamas darbo tikslas bei uzdaviniai, aprasomas darbo
mokslinis naujumas bei aktualumas, darbo rezultaty praktiné reikSmé. Ivado
pabaigoje pristatomos disertacijos tema autoriaus paskelbtos publikacijos ir
pranesimai konferencijose bei disertacijos struktiira.

Pirmajame skyriuje analizuojamos projektavimo ir konstrukcijy
optimizavimo uzdaviniy sasajos, pateikiama trumpa konstrukcijy optimizavimo
metody analitiné apzvalga. Nagrinéjama netampriy geometriSkai netiesiniy
plieniniy réminiy konstrukcijy optimizavimo ribojant poslinkius problematika.
Aprasomos pasirinktos pagrindinés prielaidos ir fizinés priklausomybés bei
dydziai, apibréziantys konstrukcijos jtemptajj-deformuotajj buvi (IDB).
Pateikiamas konstrukcijy optimizavimo uzdavinio matematinis modelis.
Pasiiilomas algoritmas Siam uZzdaviniui spresti. Apzvelgiamos optimizavimo
uzdavinio skaitinés realizacijos galimybés.

Antrajame skyriuje pateikiami tikrojo DB nustatymo metodai — tampraus
skai¢iavimo netiesiné analizé bei tampriy plastiniy konstrukcijy analizé.
Pristatomas $iy metody formulavimas, reikalingy dydziy nustatymas bei skaitinés
realizacijos galimybés. Pagrindziamas ekstreminio energinio principo taikymas
sprendziant optimizavimo uzdavinius. Pateikiami skaitinio eksperimento
rezultatai.

Treciajame skyriuje pateikiamas konstrukcijy optimizavimo uzdavinio,
ribojant poslinkius, matematinis modelis. Detalizuojma optimizavimo uzdavinio
sprendimo  strategija: poslinkiy kitimo metodika, iSpléstinio algoritmo
konvergencijos kokybé, vystantis geometriniam netiesiSkumui. Pateikiami
skaitinio eksperimento pagal sitilomg iSpléstinj algoritma rezultatai.

Disertacijos tema paskelbti 7 straipsniai: vienas — straipsniy rinkinyje,
jtrauktame | Thomson ISI sagrasa, trys — kitose duomeny bazése; du — tarptautiniy
konferencijy medziagose; vienas — Lietuvos konferencijos medziagoje.
Disertacijos tema perskaityti 6 pranesimai Lietuvos bei kity Saliy konferencijose.



Abstract

The optimization mathematical models of geometrically nonlinear elastic
plastic frameworks structures optimization under displacement constraints are
created in the thesis. Original solution algorithm was created for the optimization
of geometrically nonlinear elastic-plastic frameworks structures under
displacement constraints. The dissertation consists of introduction, 3 chapters,
conclusions, references and 8 annexes.

The introduction reveals the investigated problem, the object of research and
describes the purpose and tasks of the thesis, research methodology, scientific
novelty, the practical significance of results examined in the thesis. The
introduction ends in presenting the author’s publications on the subject of the
defended dissertation, offering the material of made presentations in conferences
and defining the structure of the dissertation.

Construction design and structures optimization problems correlation is
describing in chapter 1. Short historical review of optimization methods and
structures optimization analytical analysis are presented. Reviewing problematic
of non-elastic geometrically nonlinear steel frame structures optimization under
displacements constraints. Describing basic accepted assumptions and physical
dependences and values describing structures real stress-strain state (SSS).
Structure optimization problem mathematical model is presented. Algorithm for
such optimization problem solution is suggested. Optimization problem numerical
realization possibilities are presented.

Elastic calculation nonlinear analysis and elastic plastic structure’s analysis
— methods for real structure’s stress-strain state determination are presented in
chapter 2. Methods formulation, necessary values determination and possibility
of numerical realization are presented. Usage of extreme energy principle for
optimization problems substantiated. Numerical experiment results are presented.

Structure  optimization under displacements constraints problem
mathematical model is presented in chapter 3. Strategy of optimization problem
calculation is detailed: displacements variation methodic, and extended algorithm
convergence quality for geometrical nonlinearity occurring. Results of numerical
experiment by suggesting algorithm are presented.

7 articles focusing on the subject of the discussed dissertation are published:
one into Thomson ISI database; three in other databases; two in international
conferences proceedings; one in Lithuanian conference proceeding. 6
presentations on the subject have been given in conferences at national and
international level.
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Zyméjimai

Simboliai

A — skerspjavio plotas;

A — pusiausvyros lygciy koeficienty matrica;

b — skerspjtivio plotis;

C - poslinkiy funkcijy koeficienty prie polinomy matrica;
D - bendrojo Huko désnio pasiduodamumo matrica;

E — tamprumo modulis (Jungo modulis);

F - apkrovos vektorius;
F — iSoriné koncentruota jéga;
f, — konstrukcijos medziagos stiprumo (takumo) riba;

G — konstrukcijos medziagos §lyties modulis;

G - lickamyjy jrazy infliventiné matrica;
h — baigtinio elemento skerspjtivio aukstis;

H - poslinkiy darnos matrica;

H - liekamujy poslinkiy infliuentiné matrica;
I — skerspjuvio inercijos momentas;

I, — sukimo konstanta;
K, — mazy poslinkiy (tampraus skai¢iavimo) standumo matrica;

K, — geometriné standumo matrica;

Vil



K, — pradiniy poslinkiy standumo matrica;
K, —tangentiné standumo matrica;

| — elemento ilgis;

L- konstrukcijos elementy ilgiy vektorius
M —lenkimo momentas;

M, —ribinis lenkimo momentas;

N —a8iné jéga;

N, —ribiné adiné jéga;

P — poslinkiy funkcijy koeficienty matrica;
S —kiino pavirsius;

S - tikryjy jrazy vektorius;

S, —ribiniy jrazy vektorius;

S, —tampraus sprendinio jrazy vektorius;
S, —liekamujy jrazy vektorius;

S, —kuno pavirsiaus dalis, kurioje kiino poslinkiai yra apriboti;
T — kryp¢iy kosinusy matrica;

T — sukimo momentas;

t —skerspjtivio storis;

u — poslinkis;

U — poslinkiy vektorius;

U - potenciné deformavimo energija;

V' — konstrukcijos tiris;

Wp — plastinis atsparumo momentas;

W, —laisvo sukimo atsparumo momentas;

Yk (x) — k-ojo baigtinio elemento skersiné deformacija;
¥ — koeficientas;

A —linijiné deformacija;

& — deformacija;

€ — deformacijy vektorius;

60 - skersiné deformacija;
K — Kkreivis;
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A — Lagranzo daugikliy vektorius;

11 - pilnutiné diskretizuoto kiino potenciné energija;

O — jtempiai;

T - skersiniy jtempiy vektorius;

7, —takumo jtempis grynosios Slyties metu;

¢ —kampiné deformacija;

® - konstrukcijos stiprumo (takumo) salygy koeficienty matrica;
Y- vidiniy jégy vektorius;

Q- potenciné iSoriniy jégy energija (iSoriniy jégy potencialas).

Santrumpos

BEM - baigtiniy elementy metodas;
IDB - jtemptas deformuotas bivis.

IX
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Jvadas

Problemos formulavimas

Konstrukeijy optimalus projektavimas grindziamas normatyviniy dokumenty
reikalavimais: saugos, tinkamumo bei konstruktyviniais. Statybiniy konstrukcijy
optimizavimas yra objekto kiirimas, kuris tenkinty projektavimo salygy
reikalavimus ir atitikty priimto kokybés kriterijaus geriausig verte. Konstrukcijy
optimizavimas — tai pirmasis etapas optimaliame konstrukcijy projektavime
leidziantis jvertinti auk$¢iau minétus reikalavimus bei kompleksiskai aprasyti
projektuojamos  konstrukcijos darbg. Sudarius skirtingas konstrukcijy
optimizavimo uzdaviniy formuluotes bei iSsprendus uzdavinius galima atsakyti |
daugelj projektuotoja dominanciy klausimy: koks yra tikryjy jrazy ir poslinkiy
pasiskirstymas, kokig apkrova gali atlaikyti konstrukcija (patikrinamasis
uzdavinys), kokie turi buti elementy skerspjliviy geometriniai parametrai
(projektinis uzdavinys), siekiant uztikrinti saugy ir ilgalaikj konstrukcijos darba.

Siuolaikinés  konstrukcijy projektavimo tendencijos  susijusios su
konstruktyviniy statybiniy medziagy taupymu. Vis daugiau normatyviniy
dokumenty nurodo be tradicinio tiesinés teorijos skaifiavimy jvertinti ir
konstrukcijos geometrinio netiesiSkumo elgsenos aspektus. Tai pavyktu jvertinti
tikrajj konstrukcijos darba, atsizvelgiant j plastines medziagos savybes ir
geometrinj konstrukcijos netiesiSkuma, esant visoms galimoms darbo sglygoms
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2 IVADAS

jos eksploatavimo laikotarpiu. Toks konstrukeijy optimizavimo uzdavinys negali
biiti iSsprestas statybinés mechanikos tiesinés teorijos metodais, kadangi
konstrukcijos geometrija prie atitinkamy apkrovy i$ esmés keiciasi ir mazy
poslinkiy principas tampa nepatikimas. VirSijus stiprumo (takumo) riba, Huko
désnis daugeliui medziagy nebegalioja ir kei¢iamas netiesine jtempiy ir
deformacijy priklausomybe. Taigi, reikia atsisakyti tiesinés teorijos prielaidy ir
pereiti prie Zymiai platesniy ir sudétingesniy netiesinés teorijos pritaikymy:

1. Reikia atsisakyti skai¢iavimo pagal nedeformuotg buivj, kuris toleruoja
mazus poslinkius.

2. Reikia jvertinti konstrukcijos geometrijos pasikeitimo jtaka jos
jtempiy deformacijy baviui (IDB).

3. Pereiti prie netiesinio jtempiy ir deformacijy rysio, atsizvelgiant j
atsirandancias plastines deformacijas (konstrukcijos dar iki plastiskojo
suirimo jgauna didelius poslinkius ir gali netenkinti normalios
eksploatacijos reikalavimy).

4. Parinkti tokias konstrukcijos elementy stiprumo sglygas, kurios
adekvaciai apibrézty konstrukcijy darba. [vairiy $aliy normatyviniuose
dokumentuose pateiktos istiesintos stiprumo salygos, kurios Zenkliai
riboja konstrukcijy darba. Tad tenka naudoti literattiroje ar kity autoriy
darbuose pateiktas stiprumo salygas, turinCias salyginai platesng
stiprumo riba.

5. Tiksliai vertinti tikrojo ]IDB poslinkius optimizavimo uZzdavinio
poslinkiy ribojimy sudarymui.

Ivertinus visus auksCiau iSvardintus aspektus sudaromas matematinis
modelis, kurio tiesioginis sprendimas yra gana sudétinga problema. Darbe
sitilomas originalus sprendimo algoritmas leidziantis iSvengti sunkumy, kylanéiy
sprendimo metu bei labiau kontroliuoti optimizavimo uzdavinio sprendimo
procesa.

Darbo aktualumas

Disertaciniame darbe sudaryti geometriskai netiesiniy tampriy plastiniy statybiniy
strypiniy konstrukcijy skai¢iavimo ir optimizavimo uzdaviniy matematiniai
modeliai, ribojant konstrukcijos poslinkius. Sukurtas geometriskai netiesiniy
erdviniy strypiniy konstrukcijy optimizavimo, ribojant poslinkius, uzdavinio
sprendimo originalus algoritmas, leidziantis panaudoti Siuolaikines kompiuterines
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technologijas. Tai statybos inzinerijos praktikoje atveria naujas galimybes taupant
medZiagas bei isteklius konstrukcijy projektavimo ir gamybos stadijose.

Tyrimy objektas

Disertaciniame darbe nagrinéjami geometriSskai netiesiniy tampriy plastiniy
strypiniy  konstrukcijy optimizavimo uZdaviniai, ribojant poslinkius, jy
matematiniy modeliy sudarymas ir S§iy optimizavimo uzdaviniy sprendimo
galimybés.

Darbo tikslas

Sukurti geometriskai netiesiniy tampriy plastiniy erdviniy strypiniy konstrukcijy
optimizavimo uzdavinio matematinio modelio, jvertinanéio projektavimo
reikalavimus ir salygas, sprendimo originaly algoritma. Sis sukurtas algoritmas
leisty kontroliuoti konstrukcijos deformatyvuma iteracinio proceso metu ir
uztikrina uzdavinio sékminga konvergencija.

Darbo uzdaviniai

Darbo tikslui pasiekti reikia spresti Siuos uzdavinius:

1. Atlikti mokslinés literatliros apzvalga apie netampriy geometriskai
netiesiniy plieniniy réminiy konstrukcijy optimizavimg ribojant
poslinkius.

2. Plétoti erdvinio baigtinio elemento tangentinés standumo matricos
sudarymo metodika ir simboliniy skai¢iavimy programa §ios matricos
iSraiskai gauti.

3. Sudaryti geometriskai netiesinés tamprios plastinés erdvinés strypinés
konstrukcijos analizés uzdavinio matematinj modelj, iSspresti §j
uzdavinj. Atlikti lyginamaja gauty sprendimo rezultaty analize su kity
tyréjy gautais rezultatais.

4. Sudaryti tampriy plastiniy geometriskai netiesiniy erdviniy strypiniy
konstrukcijy, ribojant poslinkius, optimizavimo uzdavinio matematinj
modelj ir gauti skaitinius Sio optimizavimo uzdavinio sprendimo
rezultatus. Atlikti lyginamaja gauty sprendimo rezultaty analizg.

5. Sujungti antros eilés tampraus skaiciavimo, tamprios plastinés
konstrukcijos analizés bei optimizavimo, ribojant poslinkius, uzdavinius
i viena bendrg iteracinj sprendimo algoritma.
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6. Naudojant sukurta programine jranga, modeliavimo buidu patikrinti
siilomo optimizavimo uzdavinio sprendimo algoritmo veiksmingumg ir
efektyvuma.

Tyrimy metodai

Darbe taikomi skaitinio modeliavimo metodai: baigtiniy elementy metodas,
Niutono-Rafsono netiesiniy lygciy sprendimo metodas, netiesiniy optimizavimo
uzdaviniy sprendimo metodai.

Darbo mokslinis naujumas

Sitlomo originalaus konstrukcijy optimizavimo uzdavinio sprendimo algoritmo
principai gali bati taikomi skaic¢iuojant bet kokio tipo konstrukceijas.

Istirta erdvinio baigtinio elemento tangentiné standumo matricos sudarymo
metodika, kuri gali buiti taikoma, nustatant kity baigtiniy elementy tipy tangentiniy
standumo matricy iSraiskas. Metodikos principai gali biiti panaudoti kuriant
simboliniy skaiciavimy programas kity baigtiniy elementy tipy tangentiniy
matricy iSraiSkoms gauti.

Sudarytas geometriskai netiesiniy tampriy plastiniy erdviniy strypiniy
konstrukcijy analizés uzdavinio matematinis modelis bei iSsprestas analizés
uzdavinys, naudojant netiesines stiprumo salygas, kuris leidzia nustatyti
nagrinéjamos konstrukcijos tikrajj IDB artima realios konstrukcijos darbui.
Analizés rezultatai buvo palyginti su kity autoriy tirty realiy konstrukcijy
bandymy rezultatais.

Suformuluotas ir i§sprestas konstrukceijy optimizavimo uzdavinys, naudojant
netiesines stiprumo ir poslinkiy ribojimo salygas bei jvertinant konstrukcijos
tikrajj IDB.

Darbo rezultaty praktiné reikSmé

Pasiiilytas geometriskai netiesiniy tampriy plastiniy plieniniy erdviniy strypiniy
konstrukcijy optimizavimo uzdavinio matematinio modelio sprendimo
algoritmas, apimantis saugos, tinkamumo ir konstruktyvinius reikalavimus, gali
biiti taikomas projektuojant arba rekonstruojant realias konstrukcijas.



IVADAS 5

Ginamieji teiginiai
Disertacijos ginamieji teiginiai:
1. Norint, kad skai¢iavimas atitikty realias konstrukcijy darbo salygas, visy
pirma skaiCiuojant reikia atsizvelgti | medziagy plastines savybes,

kuriomis pasizymi ne maza konstrukcijy (ypa¢ metaliniy) dalis, bei jy
deformuoto biivio geometriskai netiesine elgsena.

2. Matematinio programavimo teorija ir mechanikos ekstreminiai
energiniai principai suteikia galimybe sudaryti naujus geometriskai
netiesiniy tampriy plastiniy statybiniy strypiniy  konstrukcijy
optimizavimo uzdaviniy matematinius modelius, ribojant konstrukcijos
poslinkius, bei iy uzdaviniy sprendimo algoritmus ir metodus.

3. Tampriy plastiniy geometriskai netiesiniy konstrukcijy optimizavimo
metody tobulinimas yra teorinis ir praktinis pagrindas statybiniy
konstrukcijy eksperimentinei-mokslinei plétrai: naujos galimybés
medziagy bei istekliy taupymui konstrukcijy projektavimo ir gamybos
stadijose.

Darbo rezultaty aprobavimas

Disertacijos tema yra atspausdinti septyni moksliniai straipsniai: vienas — mokslo
zurnale, jtrauktame j ISI Web of Science duomeny baze (Karkauskas, Popov
2011); trys — kituose duomeny bazése (Popov et al. 2013; Karkauskas, Popov
2009 a; Karkauskas, Popov 2009 b); vienas — recenzuojamoje uzsienio
tarptautinés konferencijos medziagoje (Kapkayckac and ITonos 2007); vienas —
recenzuojamoje Lietuvos tarptautinés konferencijos medziagoje (Popov et al.
2010); vienas — nerecenzuojamoje Lietuvos konferencijos medziagoje (Popov,
Karkauskas 2007).

Disertacijoje atlikty tyrimy rezultatai buvo paskelbti septyniose mokslinése
konferencijose Lietuvoje ir uzsienyje:

— Jaunyjy mokslininky konferencijoje ,,Lietuva be mokslo — Lietuva be
ateities” 2007 m. Vilniuje;

— Jaunyjy mokslininky konferencijoje ,,Mokslas — Lietuvos ateitis* 2009 m.
Vilniuje;

— Jaunyjy mokslininky konferencijoje ,,Mokslas — Lietuvos ateitis* 2012 m.
Vilniuje;

— Tarptautiniame simpoziume ,,/Ipobremvr cospemennozo bOemona u
arcenezovemona” 2007 m. Minske, Baltarusijoje;
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— Tarptautingje mokslingje konferencijoje ,.,Modern building materials,
structures and techniques™ 2010 m. Vilniuje;

— Tarptautinéje mokslinéje konferencijoje ,,Optimization and Analysis of
Structures* 2011 m. Tartu, Estijoje;

— Tarptautingje konferencijoje ,.3a0auu u memoovr KOMHBLIOMEPHOZO
MOOeNUPOBAHUsL  KOHCMPYKYuil U coopysceHuil”  (,,3010mosckue
ymenus ‘). 2013 m. Maskvoje, Rusijoje.

Disertacijos struktiara

Disertacija sudaro jvadas, trys skyriai ir rezultaty apibendrinimas. Taip pat yra 8
priedai.

Darbo apimtis yra 118 puslapiy, neskaitant priedy, tekste panaudotos 144
numeruotos formulés, 32 paveikslai ir 12 lenteliy. RaSant disertacija buvo
panaudoti 104 literatiiros Saltiniai.



Konstrukcijy optimizavimas vertinant
kompleksinius apribojimus

Skyriuje aprasomos konstrukcijy projektavimo ir jy optimizavimo uzdaviniy
sasajos. Atlikta optimizavimo uzdaviniy formulavimo ir jy sprendimo metody
analitiné bei trumpa istoriné apzvalga. Démesys sutelktas disertacijos
problematikai: netampriy geometriskai netiesiniy plieniniy réminiy konstrukcijy
optimizavimui, ribojant mazgy poslinkius. AprasSomos pagrindinés disertacijoje
taikomos prielaidos, fizikinés priklausomybés bei dydziai, charakterizuojantys
konstrukcijos jtempiy ir deformacijy buvj (JDB). Pateikiamas disertacijos
autoriaus sudarytas konstrukcijy optimizavimo uzdavinio bendrasis matematinis
modelis ir bendrasis algoritmas Sio uzdavinio skaitinei realizacijai.

Skyriaus tematika yra paskelbti (kartu su bendraautoriais) trys disertanto
straipsniai (Popov and Karkauskas 2007; Kapkayckac and Ilomor 2007;
Karkauskas and Popov 2009 b). Rezultatai buvo aprobuoti: jaunyjy mokslininky
konferencijoje ,,Mokslas — Lietuvos ateitis (2007 m.); tarptautiniame
simpoziume ,,/Ipobrnemer cogpemennozo bemona u sicenezobemona™ (2007 m.)
Minske, Baltarusijoje; tarptautingje mokslingje konferencijoje ,,Optimization and
Analysis of Structures” 2011 m. Tartu, Estijoje; Tarptautinéje konferencijoje
S3aoauu U  Memoovl KOMHBIOMEPHO2O MOOEIUPOBAHU KOHCIMPYKYUU U
coopyoicenuil” (,, 3onomoeckue umenus ), 2013 m. Maskvoje, Rusijoje.
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1.1. Projektavimo ir konstrukcijy optimizavimo
uzdaviniy sasajos

Projektavimo uzdavinys — tai statiniy arba atskiry konstrukcijy, privalanciy per
nustatytg laikotarp] atlikti tam tikras funkcijas ir bati patikimais juos
eksploatuojant, projekto rengimas. Pageidautina, kad statybos, o véliau ir
eksploatacijos sanaudos biity minimalios. Tradiciniame statybiniy konstrukcijy
projektavimo procese inZinieriui projektuotojui, remiantis savo patirtimi ir
intuityviais samprotavimais, tenka nustatyti daugybe konstrukcijos parametry.
Pavyzdziui, dél architektiriniy, funkciniy reikalavimy apibrézti pradinius
laikanciyjy konstrukceijy, net elementy skerspjtiviy matmenis bei kitus parametrus.
Projektavimo normos jtakoja galutinj projektinj sprendima. Siuo atveju
projektuotojas neiSvengiamai nukrypsta nuo optimalaus sprendinio: nukrypimo
dydis pirmiausia priklauso nuo jo kvalifikacijos, konstrukcijos sudétingumo,
papildomy projektinés uzduoties reikalavimy. Kuo sudétingesné projektuojama
konstrukcija, tuo mazesnés intuicijos galimybés optimalaus sprendimo paieskoje.
Siame kontekste mokslo literatiiroje (Huxurun and UnGupsxos 1987; Peiirman
and Spun 1974) pateikiami jdomus tyrimo rezultatai: dvidesimciai projektuotojy
buvo pasitlyta pagal vienodus pradinius duomenis atlikti jvairiy gelzbetoniniy
konstrukcijy projektavimg; rezultatai buvo gana netikéti — nesudétingy
konstrukcijy sanaudy skirtumas sieké 5—7%, o sudétingy — iki 40%. Pabréztina —
tai buvo gauta, laikantis visy norminiy dokumenty reikalavimy. Sie pavyzdziai
iSryskina skirtingg projektuotojy atsargumo lygj bei parodo galima teorinj resursy
sutaupyma, renkantis galutinj projekta.

Pastaraisiais metais konstrukcijy projektavime placiai taikomi kompiuteriniai
analizés ir projektavimo metodai, tam talkina naujausios kompiuterinés
programos, jvertinanéios realias konstrukcijy darbo ir vis sudétingéjancias
krastines salygas siekiant projekto kokybés. Plac¢iai taikomas baigtiniy elementy
metodas (BEM) yra naudojamas konstrukcijos jtempiy, poslinkiy, svyravimo
dazniy ir kity konstrukcijy projektavimui reikalingy duomeny nustatymui. Daznai
viso projektavimo metu yra naudojami skaitiniai ir net eksperimentiniai tyrimai
kuriamo projekto kokybei jvertinti. Pagal Siuos tyrimus projektas kei¢iamas ir
atlickama jo pakartotiné analizé, stengiantis pagerinti arba bent uZztikrinti
projektui keliamus reikalavimus. Toks tradicinis statinio projekto analizés ir
tikrinimo kelias paprastai jmanomas, atsizvelgus tik | vieng-kita projekta
vertinan¢iy kintamyjy (dazniausiai tik j viena!), bet nejvertina kintamyjy visumos
tarpusavio saveikos. Tuo tarpu skaitiné optimizacija leidzia vienu metu jvertinti
didelj projektavimo parametry, tenkinanciy eksploatacinius reikalavimus, skaiéiy
ir tuo paciu metu gauti geresnj projekta.

Skaitinés optimizacijos uzdavinio bendroji formuluoté dazniausiai yra tokia:
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Rasti £ (x) > min, (1.1)
kai g:(x)<0, i=1,.,m, (1.2)
xi<x;<x j=l..n. (1.3)

Tikslo arba vertés funkcija f(x) priklauso nuo projektavimo kintamuyjy x,
kurie, pavyzdziui, susideda i§ konstrukcijy elementy skerspjuviy ar fiziniy
parametry. Apribojimai (1.2) g(x) uztikrina saugos buivio reikalavimus, tuo tarpu
kintamyjy ribos, pateiktos (1.3) salygose yra vadinamos konstrukciniais
apribojimais (dazniausiai naudojami optimalaus sprendinio paieskos srities
tikslinimui, neleidziant, pavyzdziui, konstrukcijos elemento storiui jgyti
neigiamas reikSmes). Jei reikia surasti funkcijos f(x) maksimalia reikSme,
pavyzdziui, nustatyti maksimaly konstrukcijos nuosava daznj, tai padaroma
minimizuojant neigiama funkcijos f(x) israiska.

Dazniausiai paplite (1.2) apribojimai, kurie riboja jtempius jvairiuose
konstrukcijos mazguose. Tada, jei O yra virSuting leistino jtempio riba,
apribojimo funkcija normalizuota forma gali biiti uzrasoma taip:

(0,4 /5)-1<0, (1.4)

¢ia 7 — strypo numeris; j — jtempio komponentas; k& — apkrovos buvis.
Biitina paminéti, kad optimizavimo uzdavinio matematinis modelis (1.1)—
(1.3) gali buti papildytas apribojimais-lygybémis:

he(x)=0, k=1L (1.5)

Matematinio programavimo uzdavinio (toks yra konstrukcijy optimizavimo
uzdavinys (1.1)—(1.3)) sprendimo buidai gali buiti grindziami skirtingos kokybés
algoritmais, kurie glaustai bus analizuojami kitame poskyryje. IS karto
pazymétina, kad be darby, kuriuose pristatomi nauji optimizacijos skai¢iavimo
biidai, algoritmai ir uzdaviniai, periodiSkai pasirodo ir tokie darbai, kuriuose
apzvelgiama konstrukcijy optimizacijos vystymosi istorija (Schoofs 1993;
Vanderplaats 1999, 2006).

1.2. Optimizavimo metody istoriné apzvalga

Optimizavimo teorija ir matematiniai metodai yra neatskiriami. Jy egzistavimas
siekia Niutono (Sir Isaac Newton, 1643-1727), Lagranzo (Adrien-Marie
Legendre 1752—-1833) ir Kosi (Augustin Louis Cauchy 1789-1857) laikus.
Variantiniy skaic¢iavimy pagrinda padéjo Bernulis (Jacob Bernoulli 1654—1705),
Euleris (Leonhard Euler 1707-1783), Lagranzas (Adrien-Marie Legendre 1752—
1833) ir Vejerstrasas (Karl Theodor Wilhelm Weierstrafp 1815-1897). Kosi
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(Augustin Louis Cauchy 1789—1857) pirmasis pritaiké greiciausio nusileidimo
metodg besalyginiy minimizacijos uzdaviniy sprendimui. Laikoma, kad
konstrukcijy optimizavimo istorijos pradzia sietina su XIX amziaus antraja puse
(minétini (Levi 1874) ir (Mitchell 1904) darbai). Nepaisant $iy ankstyvyjy darby
iki pat XX amziaus vidurio pazanga konstrukcijy optimizavimo srityje buvo labai
maza. Tik véliau, pradéjus sparciai vystytis kompiuterinéms technologijoms,
optimizavimo procediiry jgyvendinimas tapo jmanomas ir tai paskatino tolesnius
naujy metody mokslinius tyrimus.

Manoma, kad Siuolaikinio optimizavimo, grindziamo kompiuterinémis
technologijomis, pradzia sietina su klasikiniu tapusiu Smito darbu (Schmit 1960).
Smitas savo publikacijose mingjo Kleino (Klein 1955) darba, i§ kurio jis
pasisémes pagrindiniy idéjy. Konstrukcijy optimizavimo raida neatsiejama nuo
bendryjy optimizavimo algoritmy plétojimo. Bendroji optimizacija sukuria
faktinius optimizavimo algoritmus, o konstrukcijy optimizavimas sitilo pazangius
metodus efektyviam Siy algoritmy panaudojimui. Tad prie§ apzvelgiant
konstrukcijy optimizacijos istoring raida, pateikiama optimizavimo algoritmy
vystymosi raida.

Atsitiktinés paieskos metodai buvo labai populiariis SeStajame bei
septintajame pragjusio amziaus de$imtmetyje. Siuose metoduose, atsitiktinai
parinkus nezinomuyjy vektoriaus reik§mes, buvo atlickama uzdavinio analizé ir jei
buvo nustatoma, kad kazkuris projektas yra geresnis, jo ir buvo laikomasi. Toks
skai¢iavimas buvo atliekamas tol, kol nebesikeisdavo sprendimo rezultatai arba
kol biidavo iSnaudojami visi kompiuteriniai resursai (kas buvo jprasta tais laikais).
Pasirenkamais dydziais gal¢jo biiti faktinés nezinomuyjy reikSmés arba ty reikSmiy
poky¢iai. Kai kurie mokslininkai pastebéjo, kad po tam tikro laiko jie gali gauti
projekto nezinomuyjy reikSmiy vektoriy seka nuo blogiausio iki geriausio bei
paspartinti Sios sekos gavimo procesa. Tai galima pavadinti labai primityvia
supaprastinta gradientine rezultaty paieska. Sie skai¢iavimo metodai buvo lengvai
programuojami, bet labai neefektyviis ir apsiribodavo tik keliais kintamaisiais.

Nuo 1960 mety mokslininky démesys buvo skirtas nuosekliam tiesiniam
programavimui (angl. Sequential Linear Programming arba SLP) (Kelly 1960),
nuoseklioms besalyginio minimizavimo technikoms (angl. Sequential
Unconstrained Minimization Techniques arba SUMT) (Fiacco and McCormick
1968) bei galimy krypciy metodams (angl. Feasible Directions methods)
(Zoutendijk 1960). Nors tuo metu lygiagre¢iai buvo kuriami ir negradientiniai
metodai, taciau paminétieji, gradientais paremti metodai, buvo laikomi
efektyvesniais ir patikimesniais.

1970-aisiais metais buvo plétojami Lagranzo daugikliy (angl. Augmented
Lagrange Multiplier) (Rockefellar 1973) bei apibendrintasis redukuoto gradiento
(angl. Generalized Reduced Gradient) (Gabriel and Ragsdell 1977) metodai. Siy
metody pranasumas buvo stiprus jy teorinis pagrindas — Kuno ir Takerio (Kuhn-
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Tucker) optimalumo salygos. Kuno ir Takerio pagrindiné idéja buvo sukurti
efektyvy ir patikima algoritma, uZztikrinantj balno tasko (1.1 pav.) radima. 1970-
yju mety pabaigoje buvo pradéti plétoti pavirSiaus atsako (amgl. Response
Surface) metodai (Vanderplaats 1979; Myers et al. 2009), kurie yra vystomi ir
dabartiniu metu.

1.1 pav. Balno funkcijos Kuno ir Takerio taskas
Fig. 1.1. Kuhn-Tucker point of the saddle function

1980 mety pradzia buvo optimizavimo algoritmy tikslinimo uzbaigimo bei
inzineringje bendruomengje atsinaujinusio démesio atsitiktiniams metodams ir
nuoseklioms besalyginio minimizavimo technikoms (angl. Sequential
Unconstrained Minimization Techniques arba SUMT) laikotarpis. Atsitiktiniai
metodai apémé genetinés paiesSkos (angl. Genetic Search) (Hajela 1990),
imitacinio gradinimo (angl. Simulated Annealing) (Nemhauser and Wolsey 1988)
ir kitus susijusius metodus, kurie bandé imituoti gamtos evoliucijos procesus.
Nuoseklios besalyginio minimizavimo technologijos susitelké ties vidinio tasko
metodais, grindziamais Kuno ir Takerio (Kuhn-Tucker) salygomis (Hager et al.
1994). Genetiniai paieskos algoritmai 1990-aisiais metais buvo daugelio
inzinerinés bendruomenés tyrimy démesio centre ir buvo papildyti nauju daleliy
telkimosi (angl. Particle Swarming) metodu (Venter and Sobieszczanski-Sobieski
2003). Tuo tarpu mokslininkai, vykde operacijy tyrimy tobulinima,
susikoncentravo ties vidinio tasko metodais ir toliau pastaruosius tobulino.
Inzineriniy uzdaviniy sprendimui buvo sukurtas iSorinés baudos funkcijos (angl.
Exterior Penalty Function) metodas, sprendziantis labai didelio masto tolydziy ir
diskreciy kintamyjy uzdavinius (Vanderplaats 2004).

Optimizavimo algoritmams tobuléjant, jy inZinerinio taikymo apimtis ir
sudétingumas iSaugo (nuo 1960-yjy mety tai eksponentiskai bei pastoviai didéja).
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1.3. Konstrukcijy optimizavimo metody analitiné
apzvalga

Dantzigo (Dantzig 1949) iSvystytos tiesinio programavimo technologijos kartu su
kompiuteriniy technologijy atsiradimu leido panaudoti matematinj programavima
strypo ir réminiy konstrukcijy plastiniame projektavime (Heyman 1956).
Intensyvi konstrukeijy optimizacija prasidéjo su anks¢iau minéto darbo (Schmit
1960) paskelbimu. Tai buvo skaitiniy sprendimo metody paieskos laikotarpio
pradzia. Sie metodai buvo bendresni nei anks¢iau naudotieji, pagristi analitika
(Shanley 1952). Smitas buvo pirmasis, pateikes iSsamiag matematinio
programavimo technologijy panaudojimo galimybiy ataskaita: kaip iSspresti
netiesiskai apribota, netiesinj tampriy konstrukcijy projektavimo uzdavinj, esant
daugialypéems apkrovimo salygoms. Smitas, norédamas sukurti nauja
konstrukcijy sintezés uzdaviniy sprendimo technologija, sujungé skaitine
optimizacija, pagrista baigtiniy elementy taikymu (iSrySkéjo galimybé rasti
minimalaus svorio konstrukcija).

Smitas nustaté, kad baigtiniy elementy metodo taikymas projektavimo
uzdavinio uzrasSymui i$ tikryjy yra tai, ko reikéty, norint rasti minimalaus svorio
konstrukcija. Svarbu ir tai, kad nustatinéjant konstrukcijos mazgy poslinkius
baigtiniy elementy metodas tapo nataraliu jrankiu. Tai buvo galima padaryti
naudojant zinoma lyg¢iy sistema:

Ku=P. (1.6)

Elementy jtempiai (jraZzos) nustatomi, panaudojus apskaiciuotus poslinkius.
Smitas i§sprendé minimalaus svorio konstrukcijos nustatymo uzdavinj, dabar jau
klasika tapusiai trijy strypy santvarai. Sis novatoriskas darbas inicijavo daugybe
tyrimy septintajame praeito Simtmecio deSimtmetyje, dalis jy tesiama ir dabar.
Netrukus buvo nustatyta, kad gradientais pagristi optimizavimo metodai yra
labiau efektyviis sprendziant matematinio programavimo, o tai reiskia, kad ir
konstrukcijy optimizacijos uzdavinius. Poslinkiy ir jtempiy dydziai buvo
nustatomi baigtiniu skirtumu, nes (1.6) lygtis poslinkiams nustatyti reikalauja
naujo sprendimo: kaip neisreikstiné funkcija priklauso nuo projektavimo
kintamyjy (kaip taisyklé, jtakojanciy standumo matrica K). Foksas savo darbe
(Fox 1965) pazyméjo $§j neisreikstinj santykj, kaip baigtiniy skirtumy dydziy
pagrindima. IS esmés tai buvo lygties (1.6) diferencijuojamumo klausimas. Nuo
to laikotarpio IDB dydziai buvo apskaiciuojami analitiSkai naudojant jvairius
metodus (Haug er al 1986), nepagrjstai ignoruojant citavimo prasme
prioritetinius Fox darbus.

Likusiais minétojo septintojo deSimtmecio metais buvo vykdomi intensyvils,
bet be praktinio pritaikymo konstrukcijy optimizavimo tyrimai. I$ tikryjy Sio
desimtmecio pabaigoje tapo akivaizdu, kad optimizavimo uzdaviniai yra stipriai
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apriboti jy skaitinés realizacijos prasme — nezinomyjy skai¢ius siekdavo vos
penkiasdesimt, ir net tokiuose uzdaviniuose realiy konstrukcijy diskretiniams
modeliams sudaryti buvo bitina pasitelkti daugiau nei Simtg baigtiniy elementy.
Atsizvelgiant | tuometinius kompiuteriy pajégumus, augant konstrukcijy
diskretiniy modeliy kokybei (daugéja baigtiniy elementy!), buvo aisku, kad
konstrukcijy optimizavimas yra aklavietéje ir jos, kaip projektavimo jrankio,
naudojimas yra labai brangus. SusikloscCiusi situacija vaizdziai apraSyta darbe
Gallatly et al. (1971), kuriame septintasis deSimtmetis yra pavadintas konstrukcijy
optimizavimo ,triumfo ir tragedijos periodu‘.

Astuntajame deSimtmetyje pradéta diskretizuoto optimalumo kriterijy
metody plétra. Venkayya (1971) darbe, vadovaudamasis ankstesniu analitiniu
(Prager and Taylor 1968) veikalu, pasitlé efektyvy metoda uzdaviniams su
dideliu projektavimo kintamyjy skai¢iumi spresti. Glaustai tariant: optimalumo
kriterijaus metodai yra efektyviis, sprendziant didelés apimties uzdavinius, tac¢iau
tik esant ribotam apribojimy, naudojamy sprendimo proceso metu, skaiciui.

Matematinio programavimo panaudojimui konstrukcijy optimizavimo srityje
naujas impulsas buvo suteiktas 1974 metais, kai buvo paskelbtas (Schmit and
Farshi 1974) darbas, kuriame buvo pateikta konstrukcijy sintezés aproksimacijos
technologijy koncepcija. Si koncepcija buvo patikslinta ir apradyta gerokai pladiau
(Schmit and Miura 1976). Sie metodai buvo grindziami aproksimacijos kiirimo
koncepcija naudojant fizikinj pagrindima — tai leido daryti didelius skai¢iavimy
zingsnius ir labai sumazinti neiSvengiamy detaliy baigtiniy elementy lygciy
perskai¢iavimy skaiciy (mazdaug nuo 100 iki 10). Buvo jrodyta, kad Sios
aproksimacijos tiksliai iSlaiko jtempiy ir poslinkiy apribojimus statiSkai
iSsprendziamoms  santvaroms ir kevalo konstrukcijoms. Lygiagreciai
aproksimacijos koncepcijai buvo sukurtas susijusiy lygybiy metodas gradiento
apskaiciavimui (Arora and Haug 1979).

Darbe (Fleury and Sanders 1977) buvo pastebétas tiesioginis rySys tarp
optimalumo kriterijy metody (Venkayya 1971) ir matematinio programavimo,
pabréziant, kad optimalumo kriterijai gali biiti nagrin¢jami pasitelkus
matematinio programavimo dualumo teorija. Be to pries tai minéty autoriy darbe
dar buvo pagrjsta aproksimacijos koncepcija kaip jrankis dideliems uzdaviniams
nagrinéti — skaitine optimizacija tapo jmanoma spresti gana didelius projektavimo
uzdavinius, kartu i$laikant metodui budinga bendruma.

Devintajame deSimtmetyje plétojami konstrukcijy optimizavimo metodai,
algoritmai . Sio desimtmecio pradZioje susiklos¢iusi situacija pateikta (Schmit
1981; Ashley 1982; Vanderplaats 1982) darbuose. Antroji aproksimacijy karta
buvo sukurta, naudojant jégy aproksimacijas (Bofang and Zhanmei 1981;
Vanderplaats and Selajegheh 1989) vietoje ankstesniy jtempiy aproksimacijy.
Sios aproksimacijos prapléte kevaly, strypy ir daugelio kity elementy
optimizavimo galimybes. Svarbu pazyméti, kad tuo metu tokiose sistemose kaip
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rémai buvo jmanoma nagrinéti fizikinius matmenis kaip projektavimo
kintamuosius, o skerspjtiviy savybes — kaip tarpinius kintamuosius.

1960 metais buvo pradéti nagrinéti konstrukcijos formos (topologijos)
optimizavimo uzdaviniai. Cia buvo taikomi ir genetiniai algoritmai (Hayalioglu
2000; Rajan, Nguyen 2004; Sarma, Adeli 2000; Kim and Kwak, 2002), pagrjsti
biologiniy atrankos principy panaudojimu konstrukcijy optimizavimo realizacijos
kompiuterinése technologijose. Taip iSvengiama projektuotojy nemégstamy
funkcijy iSvestiniy, kurios labai placiai taikomos klasikiniuose konstrukcijy
optimizavimo metoduose.

Konstrukeijy optimizavimo tema ir toliau iSlieka aktuali, apie tai galima
spresti pagal didelj publikacijy Sia tematika skaiciy. Plétojama ne tik konstrukeijy
optimizavimo teorija, metodai ir skai¢iavimo algoritmai, bet ir jy integracija su
Siuolaikinémis kompiuterinio modeliavimo ir automatizuoto projektavimo
sistemomis (Atkocitinas et al. 2008, Kaveh and Talatahari, 2010; Aydogdu and
Saka 2012, Dogan and Saka 2012; Hasangebi and Kazemzadeh Azad 2012).

Siuolaikinius statybiniy konstrukcijy optimizavimo metodus pagal jy
sudétinguma salyginai galima suskirstyti j tris lygius (IlepmsikoB et al. 2008).
Pirmajam lygiui priskiriamas variantinis projektavimas, numatantis kelius galimy
biisimos konstrukcijos varianty nagrinéjimui bei gauty rezultaty palyginimg pagal
tam tikrg konstrukcijos kokybe nustatantj kriterijy (daZniausiai pagal techninius-
ekonominius rodiklius). Statinis skaiCiavimas paprastai yra pirminis, nes
konstruktyviai preliminariai nustatyti parametrai yra tikrinami pagal jy atitikima
nustatytiems reikalavimams, esant nustatytoms apkrovoms ir poveikiams.
Techniniy-ekonominiy rodikliy palyginimas grindziamas konstrukcijy tario
(masés), jy gamybos ir montavimo sudétingumo bei kainy tyrimu. Pagrindinis
varianty palyginimo metodo trilkumas, yra tai, kad geriausiu galimu sprendiniu
pasirenkamas vienas i$ nagrinéty varianty, kai tuo tarpu optimalus variantas gali
likti nenagrinétas.

Antrasis lygis — optimizavimas automatizuoto projektavimo rémuose. Cia
naudojamas statinis skaiciavimas, kuris yra atlieckamas, pasitelkus konstrukcijy
analizés kompiuterines technologijas su konstravimo bloky papildymais ir
geometriniy bei fiziniy parametry variavimu. Naudojami algoritmai ir
skai¢iavimo programos grindziami jvairiais optimizavimo metodais, pradedant
nuo varianty palyginimo ir baigiant grieZtu optimizavimo uzdaviniy matematiniu
apraSymu. Kompiuteriniy technologijy taikymas leidzia atsisakyti ,,rankiniam®
skai¢iavimui charakteringy supaprastinimy, skai¢iavimo schemy parinkimo,
saveikaujant atskiriems elementams ir kity suvarzymy. Siuo metu didzioji dalis
praktikoje taikomy konstrukcijy optimizavimo uzdaviniy priklauso antrajam
lygiui. Tai liudija, kad daugelis Siuolaikiniy darby $ioje srityje orientuoti j lokaliy
uzdaviniy sprendimg (statinj skai¢iavimg, elementy skerspjuviy pasirinkima,
mazgy ir jungéiy skai¢iavima bei konstravima, konstrukcijos dydziy unifikavima
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ir kt.) be gaunamy rezultaty ir realiy projektavimo salygy tarpusavio jtakos
jvertinimo.

Treciasis optimizavimo lygis grindziamas projektuojamos konstrukcijos
teorine kokybés funkcijos analize. Geriausios (dazniausiai tai — racionaliausios)
konstrukcijos bei jos parametry pasirinkimo uzdavinys sprendZiamas,
atsizvelgiant | veikiancias apkrovas, skai¢iavimo teorijos fizikiniy prielaidy,
medziagy stiprumo salygy, standumo ir konstruktyvinius reikalavimus. Visy $iy
faktoriy apjungimas viename uzdavinyje bei jo nezinomyjy paieskos susiejimas
su pasirinkto kriterijaus ekstremalia reikSme leidzia kuo detaliau aprasyti
projektavimo procesa ir gauti rezultata, artimg geriausiam konstrukcijos projekto
sprendiniui.

Didelj indélj j tampriy plastiniy konstrukcijy optimizavimg matematinio
programavimo metodais jne$¢ akademikas Aleksandras Cyras bei jo mokiniai A.
Cizas, J. Atkotitnas, R. Karkauskas, S. Kalanta ir kiti (Atkoc¢itinas 1994; Cyras
et al. 2004; Kalanta 2007; Atkodionas and Cizas 2009; Atko¢iinas and
Karkauskas 2010; Atkocitinas 2011). Atlikty tyrimy rezultatai buvo skelbiami ir
zinomi uzsienyje (Cyras 1983; Kapkayckac ef al. 1990), o darbas (Karkauskas et
al. 1995) buvo jvertintas Lietuvos valstybine mokslo premija. Siuose darbuose
iSvystyta lenkiamy sistemy projektavimo metodika, pagrjsta ekstreminiu
energiniu principu apie potencinés energijos minimuma ir iSoriniy jégy papildomo
darbo maksimuma. Sprendimo metu vertinami plastiniy deformacijy vystymasis,
konstrukcijos standumo salygos, pradiniai jtempiai.

1.4. Netampriy geometriSkai netiesiniy plieniniy
réminiy konstrukcijy optimizavimas ribojant
poslinkius

Konstrukeijos optimizavimo uzdavinio pagrindinis tikslas — konstrukcijos
projektas, tenkinantis ribinius saugos ir tinkamumo buviy reikalavimus nuo
jvairiy iSoriniy poveikiy. Tai galima uZtikrinti tik turint iSsamia informacija apie
konstrukcijos elgseng esant visoms galimoms darbo salygoms bet kuriuo jos
egzistavimo laikotarpiu. Suprantama, kad tokia placia apimtimi Sis uzdavinys,
vadovaujantis statybinés mechanikos tiesinés teorijos metodais, negali buti
iSsprestas, nes konstrukcijos forma ir matmenys prie atitinkamy apkrovy i§ esmés
keiciasi dél ko mazy poslinkiy principas tampa nepatikimas. Be to, pradedant nuo
tam tikro jtempiy buvio lygio, Huko désnis daugeliui medziagy yra netenkinamas
ir kei¢iamas netiesiniu ry$iu. Vadinasi, reikia atsisakyti tiesinés teorijos prielaidy
ir pereiti prie gerokai platesniy ir sudétingesniy netiesinés teorijos apibendrinimy.
Visy pirma reikia atsisakyti skai¢iavimo pagal nedeformuota biivj, kurj toleruoja
mazi poslinkiai. Antra, reikia jvertinti konstrukcijos geometrijos pasikeitimo jtaka
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jos jtempiy ir deformacijy buiviui. Trecia, pereiti prie netiesinio jtempiy ir
deformacijy tarpusavio rysio ir jvertinti atsirandancias plastines deformacijas.
Pastaryjy vaidmuo kai kuriy konstrukciniy medziagy elgsenoje dar iki
konstrukcijos plastiskojo suirimo yra didelis: konstrukcija jgauna labai didelius
poslinkius ir gali netenkinti normalios eksploatacijos reikalavimy. Naujausieji
normatyviniai  dokumentai, reglamentuojantys  statybiniy  konstrukcijy
projektavima (Eurocode 3 2006, STR 2.05.08:2005, ANSI/AISC 360-10), vis
dazniau jtraukia jvairius netiesinius skai¢iavimus. Kaip pavyzdj galima paminéti
tai, kad savokos ,,plastinis lankstas® ar ,,plastinis darbas* vis dazniau sutinkamos
ne tik teoriniuose vadovéliuose (Mkpun, B. A. 2005, Li, G.-Q. et al. 2007), bet ir
normatyving dokumentacijg aiSkinancioje literatiiroje (Brockenbrough, Merritt
2006, Trahair, N. S. et al. 2008, Wong 2009). Taigi Sios minétos priezastys turi
biiti jvertinamos, sudarant konstrukcijy optimizavimo uzdaviniy matematinius
modelius.

Atlikty darby analiz¢é leidzia teigti, kad konstrukcijy optimizavimo metodika,
kurioje vienu metu taikoma matematinio programavimo teorija, ekstreminiai
energiniai principai ir naudojamos medZziagos netampriosios savybés yra viena i$
efektyviausiy (Cyras et al. 2004; Cyras 1983; Kalanta 1997; Karkauskas 1997,
1998; Merkevi¢iiite and Atkogitinas 2003). Cia medziagos plastiskujy savybiy
jvertinimas daug tiksliau parodo konstrukcijos darba esant jvairiems apkrovimo
etapams ir leidzia sukurti gerokai racionalesnj projekta (Atkocitinas et al. 2008;
Chen et al. 1999; Cyras et al. 2004; Kalanta 1997; Karkauskas 1997, 1998, 2004;
Merkeviciuté and Atkociunas 2003; Saka and Kameshki 1998; Soh and Chan
2001; Zhang and Lu 1995). Verta pabrézti, kad dauguma atlikty darby yra pagrijsti
ribinés pusiausvyros teorijos prielaidomis (Chen et al. 1999; Cyras et al. 2004;
Cyras 1983; Soh and Chan 2001; Zhang and Lu 1995). D¢l $ios priezasties gauti
optimaltis konstrukeijy projektai patenkina tik stiprumo kriterijus, tenkinancius
saugos buvj. Biitina pazyméti, kad optimizavimo rezultatai pagal plastiskojo
suirimo kriterijy ne visuomet yra lemiami, nes optimalios konstrukcijos ribinis
tinkamumo biivis dél per dideliy netampriyjy deformacijy ir jas lydin¢iy poslinkiy
atsiradimo gali buti prarastas net ir nepasiekus plastiskos suirties. Be to,
optimizavimo uzdavinio apribojimy salygos dazniausiai yra formuluojamos,
neatsizvelgiant | normatyvinés dokumentacijos (Eurocode 3 2006, STR
2.05.08:2005, ANSI/AISC 360-10) reikalavimus ir dél to optimalios
konstrukcijos standumas neuztikrina normalaus jos funkcionavimo. Sios
priezastys riboja ribinés pusiausvyros teorijos praktinj taikyma, rengiant
optimalius konstrukcijy projektus. Todél konstrukcijos deformuoto buvio
parametry jvertinimas yra butinas optimizavimo uZzdaviniy matematiniuose
modeliuose. Deformatyvumo apribojimai nusako rémo mazgy ar atskiry daliy
poslinkiy ribas, konstrukciniai — minimalius skerspjiiviy parametrus, strypy
ribinius liaunius bei kitus rodiklius. Néra abejoniy, kad S$iandien vienas
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svarbiausiy optimalaus projektavimo uzdaviniy yra konstrukcijos optimizavimas,
jvertinant visus Siuos reikalavimus ir plieno netamprigsias savybes. Todél
disertacijos orientacija j minéty faktoriy jvertinima, optimizuojant statybines
konstrukcijas Siuo metu yra itin aktualus tiek moksline, tiek eksperimentinés
plétros prasme.

Realizuojant tokig gana sudétingg matematinio programavimo problema,
kaip optimizavimo uzdaviniai su stiprumo ir standumo apribojimais, tenka spresti
neiskilius, netiesinius matematinio programavimo uzdavinius. Tai dazniausiai ir
nulemia varginantj neiskiliy optimizavimo uzdaviniy praktinio pritaikymo
nagrinéjama, nes $iuo metu matematinio programavimo teorija neturi pakankamai
efektyviy ir skai¢iavimo prasme patikimy algoritmy, skirty netiesiniy ir neiskily
problemy sprendimui. Tokiy uzdaviniy skaitmeniné realizacija didzigja dalimi
priklauso nuo jy formuluociy specifiniy savybiy. Egzistuoja keletas galimy keliy
ju formulavimui ir sprendimui. Visy pirma galima iSskirti jvairius
kombinatorinius bei kryptingo perrinkimo metodus, pavyzdziui, Saky ir riby
metodg (Bausys and Karkauskas 1987); antra — metodus, pagrjstus sprendinio
optimalumo kriterijais, kurie, Zvelgiant i§ matematinio programavimo pozicijy,
yra ekvivalentiski iskilo netiesinio programavimo uzdaviniy Kuno ir Takerio
optimalumo salygoms (Saka and Hayalioglu 1991). Saky ir riby metodo
konvergavimas yra teigiamas algoritmo bruozas. Neigiamas — tenka spresti
daugybe tiesinio programavimo uzdaviniy, kuriy skaiCius katastrofiskai iSauga
sudétingos konstrukcijos atveju. Tokiu biidu §is metodas turi daugiau teoring nei
prakting taikomajg verte.

Metodai, pagristi Kuno ir Takerio optimalumo salygomis, priskiriami
netiesioginés optimizacijos metody grupei. Cia Lagranzo daugikliy metodo
pagrindu formaliu matematiniu keliu yra sudaromas Lagranzo funkcionalas
pradiniam  konstrukcijos optimizavimo uzdaviniui. Sudaryto Lagranzo
funkcionalo stacionarumo salygos yra biitinos apribojimy salygos, kurias turi
tenkinti optimalus konstrukcijos projektas. Siy salygy panaudojimas
optimizavimo algoritme yra suvedamas | tam tikra iteracine procediira.

Atlikty darby analizé parodé konstrukcijy optimizavimo uzdavinio
matematinio modelio skai¢iavimo algoritmo, grindziamo ekstreminiais
energiniais principais (Cyras er al. 2004; Cyras 1983; Karkauskas 2007)
perspektyvuma ir poreikj ji tobulinti, vertinant konstrukcijy geometriskai netiesinj
darba bei atliekant konstrukcijy analize¢ naudojant jvairias stiprumo salygas. Kaip
minéta anksciau, disertacija orientuota j kompleksinj Siy problemy sprendima.

1.5. Pagrindinés prielaidos ir fizinés priklausomybés

Sudarant konstrukcijos skai¢iavimo uzdaviniy matematinius modelius, paprastai
laikomasi tam tikry geometrinio ir fizikinio pobtdzio prielaidy. IS vienos pusés
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skaiC¢iavimo teorija turi biiti paprasta ir pritaikoma praktiskai, o kita vertus ji
privalo kaip jmanoma tiksliau atspindéti konstrukcijos, pagamintos i§ realiy
medziagy, bivj. Realybéje Siy dviejy salygy vienu metu tinkamai jvykdyti
nejmanoma, todé¢l reikalinga tam tikra konstrukcijos idealizacija. Disertaciniame
darbe laikoma, kad:

1. Konstrukcijos medziaga — idealiai tampriai plastiska, izotropiné. Tokios
medziagos rySys tarp jtempiy ¢ ir deformacijy &, apibréZiamas diagrama,
pavaizduota 1.2 paveiksle. Pagal Sia schema tamprioji plastiskoji medziaga
apibidinama tamprumo moduliu F (tai atitinka pasvirusios diagramos dalies
krypties tangentg E=tana) ir takumo riba f,. Medziagos sustipréjimo ir valk§Snumo
jtaka disertaciniame darbe nejvertinama. Kaip zinoma, idealus plastiSkumas yra
pirmasis priartéjimas prie realaus konstrukcijos darbo uz tamprumo ribos, o pagal
ja suformuluoti metodai, tinka, kai ribiné konstrukcijos biisena yra visiskas
stiprumo i$naudojimas.

[oF

Ju

S 4

Ju

1.2 pav. Idealiai tamprios plastinés medziagos diagrama
Fig. 1.2. Ideally elastic plastic material diagram

2. Apkrovos pridé¢jimas — vienkartinis procesas, apkrova kvazistatiné, t. y.
tariama, kad laikui bégant iSorinés apkrovos kitimo greitis pakankamai mazas
(apkrova nepriklauso dinaminiam tipui).

3. Deformuojant elementa, jo taskai gali pasislinkti atstumais, gerokai
vir§ijanciais elemento skerspjivio matmenis, todél pusiausvyros salygos
sudaromos deformuotai sistemai, nustacius jos [DB paskutiniame iteracinio
skaiCiavimo zingsnyje, t. y. sprendziamas geometriskai netiesinis uzdavinys.

4. Paties konstrukcijos elemento forma nekinta, t. y. deformacijos lieka
mazos.

5. Darbe nagrinéjamas erdvinis strypinis elementas, tad laikoma, kad jame
vystosi tempimo-gniuzdymo, sukimo bei lenkimo dviejy skerspjiivio asiy
atzvilgiu jrazos.
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6. Skerspjuivyje plastinis tekéjimas vyksta visame plote vienu metu. Ribiniai
jtempiai pasireiSskia visame konstrukcijos elemento skerspjiivio plote. Plastiniy
deformacijy plitimas skerspjuvio ilgyje néra nagrinéjamas.

1.6. Pagrindiniai dydziai, aprasantys konstrukcijos
jitempta deformuotg biivj

Disertaciniame darbe nagrinéjama réminé konstrukcija savo prigimtimi yra
diskretiné. Taigi, sudarant konstrukcijos diskretini modelj (butent jam ir
nagrinéjamas |DB), kiekviena strypa galima laikyti pavieniu elementu su visuma
jam  budingy skai¢iuojamyjy  dydziy. Manoma, kad kiekviename
skai¢iuojamajame strypo pjuvyje susidaro tokios jrazos ir deformacijos: asiné jéga
ir linijiné deformacija susijusi su strypo pailgéjimu, sukimo momentas ir sgsukio
kampiné deformacija, lenkimo momentai apie dvi skerspjiivio asis ir kampinés
deformacijos taip pat apie dvi elemento skerspjiivio asis. Todél strypinés sistemos
diskretinj modelj galima gauti visg konstrukcijg iSskaidzius j pavienius elementus,
esanCius tarp konstrukcijos mazgy. Toliau laikysime, kad konstrukcijos
diskretinis modelis sudarytas i$ baigtinés aibés skai¢iuojamyjy baigtiniy elementy
— strypy, kuriy eilinis indeksas Zymimas £=1, 2, ..., s (¢ia s — bendras baigtiniy
elementy skaic¢ius). Tuomet jrazy (jtempiy) tikrasis buvis bet kuriame
skai¢iuojamojo elemento k£ mazge / apibiidinamas m-maciu jrazy vektoriumi:

T
Sk] = [Skl,l Sk]’z oo Sk/,nk :| ,l = 1, 2,..., v,
¢ia v — mazgy skaicius k-ajame elemente. Tuomet n-matis vektorius:
T T
s=[8] =[S0 S -« Su o Sy o Su] =12

nusako visos konstrukcijos jtempiy buvj. Darbe i§skiriami tampraus ir plastinio
skai¢iavimo (liekamieji) dydziai, todél Sis vektorius yra lygus:
S=S,+8S,,

¢ia S, yra tampriyjy jrazy vektorius, S, yra liekamyjy jrazy vektorius.
Pagal dualig uzdavinio formuluote deformacijos turi biiti apibiidinamos tokiu
pat n-maciu vektoriumi:

T VA
SE[(Q}] E[gll 812 een glv s gk] oee gSV ,]=1,2,...,}’l.

Sis vektorius yra lygus:

e=¢g,+g,,
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Cia g, yra tampriyjy, o & yra liekamyjy deformacijy vektoriai.

Kita dualig kintamyjy pora sudaro iSoriné apkrova ir poslinkiai. Tegul
poslinkiai nagrinéjamame skaiciuojamojo elemento mazge apibtidinami m-maciu
vektoriumi:

T
Uy E|:uk/,1 uklyz ooe uk/)mk:| ,121,2,...,\7.

Tuomet apkrova Siame mazge taip pat turi biiti apibudinama tokiy pat
matmeny vektoriumi:

T
Fk/ = I:Fk/,l Fk/,z eee Fk/,mk ] ,l = 1,2,...,V.

Diskretiniam konstrukcijos modeliui gaunami du m-maciai vektoriai:
T T
u E[”]J E[ull u12 e ulv e uk] cee usv P

L Fy o Fo| i=12..m.

F=[r,] =[A R . B

Analogiskai jtempiy baiviui, vektorius u skaidomas:
u=u, +u,,

¢ia u. yra tampriyjy, o u, yra liekamyjy poslinkiy vektorius.

1.7. Konstrukcijy optimizavimo uzdavinio
matematinis modelis

Siame disertaciniame darbe nagrinéjamas réminiy konstrukcijy optimizavimo
uzdavinys yra formuluojamas taip: zinant rémo konfigiiracija ir iSorines jégas,
reikia rasti strypy skerspjiiviy ploty A pasiskirstyma, tenkinantj minimalaus ttirio
konstrukcijos optimalumo kriterijy, kai atskiri konstrukcijos elementai patiria
plastiskasias deformacijas. Nagrinéjamo optimizavimo uzdavinio kompleksiniai
apribojimai turi apimti, visy pirma, salygas, apibiidinancias konstrukcijos tikrajj
IDB. Tokios salygos yra apibendrinto Lagranzo uzdavinio priklausomybés. Antra,
standumo salygos turi apimti poslinkiy apribojimus norimose konstrukcijos
vietose tam tikromis 7 kryptimis: u; <u,, +u,, <uj . Cia u; ir u; — poslinkiy
virSutiniy ir apatiniy riby normatyvinés reik§Smés. Be Siy butiny salygy gali buti ir
kitokio pobudzio technologiniai ar konstrukciniai apribojimai elementy
stabilumui ar ribiniy jrazy apatinei kitimo ribai sg““. Tai riboja laisva
konstrukcijos netampriy deformacijy plitimg, todél optimaliy skerspjiviy



1. KONSTRUKCIJU OPTIMIZAVIMAS VERTINANT KOMPLEKSINIUS APRIBOJIMUS 21

konstrukcijos elementuose atsiranda ir tampriosios ir plastiskosios deformacijos,
salygojamos liekamyjy jrazy S, ir poslinkiy u.. Jei Sie stiprumo apribojimai
netenkinami kaip lygybés, tai konstrukcija nepasiekia plastiskosios irties (Cyras
et al. 2004, Karkauskas 2004). Tokiu biidu suformuluoto optimizavimo uzdavinio

matematinis modelis yra uzraSomas taip:

Rasti V(4 )—> min,

kai £(S,.8,.8,(4,)) <L
AS, =F-A S,
DS, -A, u, +[V'1(S,.8,.8,(4)) [ =0,
2" (1-£(8,.8,.8,(4,))) =0,

— + /
u <u,, +u,, <uy,S(4)=S;", A=0,k=12,..s,

(1.7)

Cia Ay yra konstrukcijos k-osios elementy grupés skerspjuvio plotas; So yra jrazy
ribiniy reikSmiy vektorius; D, yra (#xm) matmeny konstrukcijos baigtiniy
elementy kvazidiagonalioji pasiduodamumo matrica, jvertinanti geometrijos
kitimg apkrovimo procese; A, yra (mxn) matmeny pusiausvyros lygciy
koeficienty matrica, susieta su diskretinio modelio poslinkiais; # yra nezinomuyjy
irazy skaiéius; m yra konstrukcijos laisvumo laipsnis (galimy poslinkiy skaicius);
A yra Lagranzo daugikliy vektorius.

TAMPRAUS . : _ KONSTRUKCIJOS
& SKAICIAVIMO §TAN$T]$[§?£ET'NE *é“ SKERSPJUVIU
% NETIESINE B ANALIZE B PLOTU
B ANALIZE B = OPTIMIZACIJA
Ar visi
apskaiéiuoti

skerspjuviy plotai ir
konstrukeijos
turis pasieke
uzsiduotg
eps?

Taip
| REZULTATU ANALIZE |

1.3 pav. Optimizavimo uzdavinio sprendimo algoritmas
Fig. 1.3. The solution algorithm for the optimization problem
Tai netiesinio matematinio programavimo daugiaekstreminis uzdavinys.
Daugiaekstremaliskumas susidaro dél Kuno ir Takerio papildomumo
(matematiniame programavime grieztumo) salygos t. y. sandaugos

A (1 —f ( S..S,..S, (Ak ))) =0. Sis uzdavinys sprendziamas iteraciniu bidu, $i

aplinkybé ir komplikuoja uzdavinio skaitiniy rezultaty gavima. Todél darbe
sukurtas  originalus  konstrukcijy netiesinés optimizacijos algoritmas,
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realizuojantis iteracines procediiras pa¢iame optimizavimo proceso cikle (pats
optimizavimo uzdavinio ciklas apima tris pakopas). Optimizavimo uzdavinio
sprendimo algoritmo bendras schematinis vaizdas yra pateiktas 1.3 paveiksle.

1.8. Optimizavimo uzdaviniy skaitinis realizavimas

Optimizavimo uzdaviniy skaitiné realizacija yra tampriai susieta su kompiuteriniy
technologijy ~ vystymu.  Besivystan¢ios  kompiuterinés  programavimo
technologijos suteiké galimybe kurti programing jranga, leidziancig spresti
jvairius optimizavimo uzdavinius. Didelj postimj S§ioje srityje padaré
programavimo kalbos (pavyzdziui, Fortran — kalba specialiai sukurta moksliniy
uzdaviniy sprendimui). Programos dazniausiai buvo kuriamos dazniausiai vieno
zmogaus (programuotojo). Naudojantis programavimo kalba, duomeny jvedimas
bei rezultaty pateikimas ir apdorojimas buvo vykdomas pagal grieztas programos
kiiréjo nustatytas taisykles ir daZniausiai neturéjo ,,draugiSkos® vartotojui
aplinkos. Tokiy programy kirimo procesas buvo gana sudétingas bei
reikalaujantis dideliy Zmogiskujy resursy. Kaip pavyzdj galima paminéti VGTU
mokslininky sukurtas programas (Karkauskas er al. 1995) — Atkocitino
»~Rutamini®, Kalantos ,,Simplex*, Karkausko ,,Kvadpr®, kity autoriy kolektyvy
»SM115% | SM3%,  SM4“ darbo rezultatus ir kitas. Fortran programavimo kalba
ir Siandien daznai naudojama atliekant inzinerinius skai¢iavimus (Smith et al.
2004).

Be pavieniy mokslininky kuriamy individualiy programy, kurios dazniausiai
budavo pritaikytos spresti gana siaurg spektra uzdaviniy, pasaulyje buvo kuriamos
bei vystomos matematiniy skaiCiavimy programos, apjungiancios didelj kiekj
matematiniy funkcijy, leidzianéiy spresti jvairius uzdavinius. Kaip pavyzdj biity
galima pateikti amerikie¢iy mokslininky 1970 mety pabaigoje pradéta kurti
kompiutering matematine sistema bei turinCig tokj pat pavadinimg auksto lygio
moksliniy techniniy skai¢iavimy kalba MATLAB (Chapra 2006; Palm 2010;
MathWorks 2012; Quarteroni et al. 2010). Sios programos sukiirimo pagrindiné
idéja buvo: suteikti vartotojams (studentams) galimybe naudoti jvairias
programines bei skaiiavimo bibliotekas be butinybés mokéti pacia
programavimo kalba. I§ pradziy MATLAB buvo vystoma kaip atviro kodo
MathWorks®, kuri ir iki Siol rupinasi Sios programos vystymu bei platinimu.
Dabar MATLAB yra pladiai vartojama universitetuose ir moksliniy tyrimy
centruose. Siuolaikinés, naujausios $ios programos versijos turi ,draugiska“
vartotojui aplinkg, leidzia atlikti skai¢iavimus komandy rézimu, sprendziant
sudétingus uzdavinius, sukurti bei modifikuoti nuosavas programas. MATLAB,
kaip skaiciavimy kalba, turi savo ypatumuy, t. y. tam tikry taisykliy, reikalingy
sukurti savo programa ar atlikti skai¢iavimus, bet Sie ypatumai yra daug
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paprastesni palyginus su bet kuria kita programavimo kalba. Kitaip tariant,
MATLAB kalba — tai tipiné j problema orientuota auksto lygio programavimo
kalba. Ji turi operatorius ir funkcijas, kuriy realizacija bet kuria programavimo
kalba pareikalauty daug laiko. Programavimo kalba MATLAB turi priemoniy,
kurios leidzia realizuoti jvairias programavimo rasis: procediirinj, operatorinj,
funkcinj, loginj, strukttrinj, objektinj, vaizdinj. Vaizdinj programavimg padeda
realizuoti sistema Simulink, esanti MATLAB branduolyje. Tai leidzia kurti bei
vykdyti programas ne tik MATLAB terp¢je, bet ir atskiras savarankiskas ir
nepriklausomas nuo MATLAB terpés programas. MATLAB, taipogi, gerai
pritaikoma atliekant baigtiniy elementy skai¢iavimus (Asghar Bhatti 2005;
Ferreira 2009; Kwon et al. 2000).

Greta paprasty matematiniy skaic¢iavimy funkcijy, MATLAB programa turi
daug kompilivoty funkeijy, jrankiy rinkiniy-biblioteky, i$ kuriy Sio darbo
kontekste svarbu paminéti dvi:

* Symbolic Math Toolbox — simboliniy skaic¢iavimy funkeijy
biblioteka, leidzianti gauti tangentiniy standumo matricy analitines
iSraiskas, reikalingas tampraus skai¢iavimo netiesinei analizei;

«  Optimization Toolbox — optimizavimo uzdaviniy sprendimo funkeijy
biblioteka, leidzianti iSspresti jvairaus sudétingumo bei jvairiy rtsiy
optimizavimo uzdavinius.

Sprendziant jvairius geometriskai netiesiniy tampriy plastiniy rémy analizés
bei optimizavimo uzdavinius gali biti taikoma optimizavimo paprogramé
fmincon. Sios paprogrameés sprendziamas matematinio programavimo uzdavinys
turi turéti tokia matematinio modelio forma:

Rasti minf(x)
kai ¢(x)<0, ¢, (x)<0,
(1.8)
Ax<b, A, (x)=b,,.
Ib<x<ub,

¢ia f(x) — optimizavimo uzdavinio tikslo funkcija; ¢(x) — optimizavimo uzdavinio
apribojimy salygy-nelygybiy, isreiksty funkcinémis priklausomybémis matrica;
c4(X) — optimizavimo uzdavinio apribojimy salygy-lygybiy, isSreiksty
funkcinémis priklausomybémis, matrica; A — optimizavimo uzdavinio apribojimy
salygy-nelygybiy, iSreikSty tiesinémis priklausomybémis, matrica; b —
optimizavimo uzdavinio apribojimy salygy-nelygybiy, isreik$ty tiesinémis
priklausomybémis, laisvyjy nariy vektorius; A., — optimizavimo uzdavinio
apribojimy salygy-lygybiy, iSreiksty tiesinémis priklausomybémis, matrica; be, —
optimizavimo uzdavinio apribojimy salygy-lygybiy, isSreik$ty tiesinémis
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priklausomybémis, laisvyjy nariy vektorius; Ib, ub — optimizavimo uzdavinio
nezinomuyjy vektorius apatiniy ir virSutiniy riby vektoriai.

Paprogramé fmincon yra jvairiy pasirinkéiy, leidzian¢iy kontroliuoti
optimizavimo uzdavinio sprendimo eigg. Viena i§ svarbiausiyjy pasirinkéiy yra
galimybé pasirinkti uzdavinio sprendimo algoritma. Paprogramé fmincon
sprendzia uzdavinius, naudojant active-set; interior-point, sqp ir trust-region-
reflective algoritmus, kurie yra pladiai pristatyti mokslinéje literatiiroje (Rao
2009, MathWorks Inc. 2012).

Svarbu pazyméti, kad sprendziant tiesioginius optimizavimo uzdavinius
MATLAB, programa i§ karto pateikia optimizavimo uzdaviniy dualiy
formuluoc¢iy dydzius.

1.9. Pirmojo skyriaus iSvados ir disertacijos
uzdaviniy formulavimas

Mokslinéje literatiiroje néra skirta pakankamai démesio geometriskai netiesiniy
tampriy plastiniy statybiniy strypiniy konstrukcijy skai¢iavimo ir optimizavimo,
ribojant konstrukcijos poslinkius, problematikai. Svarbiausios i§vados:

1. Atlikta analitiné mokslinés literatiiros apzvalga parodé tampriy plastiniy
geometriskai netiesiniy strypiniy konstrukcijy optimizavimo, ribojant
poslinkius, aktualumg (Sia tema parasyta nedaug teoriniy ir statybos
konstrukcijy eksperimentinés plétros darby).

2. Optimizavimo uzdaviniy formuluotés turi biiti grindziamos matematiniu
programavimu ir mechanikos ekstreminiais energiniais principais.

3. Optimizavimo metodikai bitina: sudaryti geometriskai netiesiniy
tampriy plastiniy statybiniy strypiniy konstrukcijy skaic¢iavimo ir
optimizavimo uzdaviniy matematinius modelius, ribojant konstrukcijos
poslinkius; skaitinei realizacijai sukurti naujg iteracinj sprendimo
algoritma.

Remiantis auksciau pateiktomis iSvadomis formuluojami pagrindiniai darbo

uzdaviniai:

1. Suformuluoti geometriskai netiesinés tamprios plastinés erdvinés
strypinés konstrukcijos analizés uzdavinio matematinj modelj. Gautus
rezultatus palyginti su kity autoriy gautais rezultatais.

2. Plétoti erdvinio baigtinio elemento tangentinés standumo matricos
sudarymo metodika ir simboliniy skai¢iavimy programa Sios matricos
iSraiskai gauti.

3. Suformuluoti ir iSspresti tampriy plastiniy geometriskai netiesiniy
erdviniy strypiniy konstrukcijy ribojant poslinkius optimizavimo
uzdavinj. Atlikti skaitiniy eksperimenty lyginamaja analize.
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4. Sujungti antros eilés tampraus skai¢iavimo, tamprios plastinés
konstrukcijos analizés bei optimizavimo ribojant poslinkius uzdavinius j
vieng bendrg iteracinj sprendimo algoritma.

5. Naudojant sukurta programine jranga, modeliavimo buidu patikrinti
siilomo optimizavimo uzdavinio sprendimo algoritmo veiksmingumg ir
efektyvuma.






Geometriskai netiesiniy
konstrukcijy analizé

Siame skyriuje aprasytos pasiiilyto algoritmo du pirmieji skai¢iavimo etapai —
tampraus skai¢iavimo netiesiné analizé bei tampriy plastiniy konstrukeijy analizé.
Pateikiami Siy metody formulavimai, leidziantys apskaiciuoti reikalingus dydzius,
bei skaitinés realizacijos galimybes. Pagrindziamas ekstreminio energinio
principo taikymas sprendziant optimizavimo uzdavinius. Pateikiami atlikto
skaitinio eksperimento rezultatai.

Skyriaus tematika paskelbti Sesi straipsniai (Karkauskas, Popov 2009 a;
Karkauskas, Popov 2009 b; Popov et al. 2010 a, Popov et al. 2010 b; Karkauskas,
Popov 2011, Popov et al. 2013). Rezultatai buvo pristatyti trijose tarptautinése
mokslinése konferencijose — tarptautiné¢je mokslinéje konferencijoje ,,Modern
building materials, structures and techniques* 2010 m. Vilniuje; ,,Optimization
and Analysis of Structures® 2011 m. Tartu, Estijoje, bei ,,3a0auu u memoow
KOMNBbIOMEPHO20 MOOCTUPOBAHUS KOHCIPYKYUL U coopydiceHuti* (,, 3010mogckue
ymenuss“) 2013 m. Maskvoje, Rusijoje bei dviejose jaunyjy mokslininky
konferencijose ,,Mokslas — Lietuvos ateitis“ 2009 ir 2012 m. Vilniuje.

27
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2.1. Konstrukcijos tangentiné standumo matrica

Reali konstrukcija turi begalinj laisvés laipsnj. SprendZziant konstrukcijos analizés
bei optimizavimo uzdavinius tenka naudotis skaitinio modeliavimo metodais.
Tam reikia pereiti nuo begalinio konstrukcijos laisvés laipsnio prie baigtinio
laisvés laipsnio. Tai realizuojama diskretizacijos procesu, kurio rezultatas yra
konstrukcijos diskretinis modelis. Sj procesa galima atlikti baigtiniy elementy,
krastiniy elementy, baigtiniy skirtumy metodais (Cekynosuu 1993;:Reddy 2004;
Reddy 2005; Zienkiewicz and Taylor 2005; Wriggers 2008).

Baigtiniy elementy metodas (BEM) buvo kuriamas tamprumo ir plastiSkumo
teorijy bei statybinés mechanikos lygtims spresti. Siuo metu Siuolaikinése
statybiniy konstrukcijy analizés ir projektavimo programose BEM tapo
standartiniu.

Optimizavimo uzdavinio (1.7) sprendimo siiilomo algoritmo tampraus
skai¢iavimo netiesinés analizés uzdavinys sprendziamas naudojant baigtiniy
elementy tangentinio standumo metodo (Barauskas 1998, Barauskas et al. 2004)
pusiausvyros lygti:

K.u, =F, @.1)

c¢ia K=K +K+K, — konstrukcijos tangentiné standumo matrica; K. —
konstrukcijos mazy poslinkiy (tampraus skaic¢iavimo) standumo matrica; Ky —
konstrukcijos geometriné standumo matrica, jvertinanti konstrukcijos deformuoto
biivio jtaka jos standumui; K, — konstrukcijos pradiniy poslinkiy standumo
matrica.

2.1 pav. Kiinas ir jo diskretizavimas baigtiniais elementais
Fig. 2.1. A body and it‘s discretization by finite elements
Zemiau pateikiama detali konstrukcijos tangentinés standumo matricos
sudarymo eiga BEM. Sios matricos sudarymui bus naudojamas variacinis
metodas, grindziamas pilnutinés diskretizuoto kiino potencinés energijos I/
stacionarumo salyga (Atkocitinas et al. 2004, Barauskas et al. 2004), tiksliau
sakant pirmoji funkcionalo /7 variacija, kuri yra lygi nuliui:
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oIT =0. (2.2)

Nagrinéjamas kiinas, kurio tiiris ¥ yra apribotas uzdaru pavir§iumi S. Kiinas
yra suskaidomas j baigtinj skaifiy elementy &, kaip pavaizduota 2.1 paveiksle.
[Sorinés jégos, veikiancios elemento tasSkus, yra paskirstytos tiirinés jégos

g(x)= [ g (x.3.2) g, (x.2) g (xy z)]T , pavirsiaus S dalyje Syveikiancios

pavirsinés paskirstytos jégos q(x)= [qx (x.3.2) q,(%»2) q.(x, z)]T ir

elementy tarpusavio saveikos mazginés jégos
T

F(x)= [Fx (x.3.2) F,(x,3.2) F.(x,, z)] . Kino pavirsiaus dalyje S,

baigtiniy elementy bet kurio tasko poslinkiai

T T C e .
u(x)= [ux (x.3.2) u,(x.3.2) u(x, y,z)] yra apriboti, t. y. u(x)=0 pavirsiuje
Su. Taigi, Siame pavirSiuje elemento taskus veikia reakcijos r(x).

Tamprumo teorijos uzdaviniuose pilnutiné diskretizuoto kiino potenciné
energija aprasoma israiska:

I=-U+2, (2.3)

¢ia U — potenciné kiino deformavimo energija (vidiniy jégy potencialas); € —
potenciné iSoriniy jégy energija (iSoriniy jégy potencialas).

Potencing kiino deformavimo energija nulemia paskiry baigtiniy elementy
potenciné deformavimo energija, t. y.:

N
U=>U,, (2.4)
k=1

¢ia s — baigtiniy elementy skai¢ius; Ui — jtempto ir deformuoto baigtinio elemento

potenciné energija, kuri iSreiSkiama:

1 T
Up =7 [ (x) o (x)aV;. @.5)
Vi

¢ia &x(x) — k-0jo baigtinio elemento deformacijy vektorius, bet kuriame elemento
taske; 6x(x) — k-0jo baigtinio elemento jtempiy vektorius, bet kuriame elemento
taske.

ISoriniy jégy potenciala nulemia iSoriniy jégy darbas, atliktas paskiry
elementy bet kurio tasko poslinkiuose

u(x) = [”x (. 3.2) u,(x,p.2) u. (x,y,z)]T ir mazginiy tasky poslinkiuose,

kurie apibiidinami vektoriumi u) :



30 2. GEOMETRISKAI NETIESINIU KONSTRUKCIJU ANALIZE

Q, =-[u®) gV - [ ux) qx)dv; - [ u, Fav,, (2.6)
Vi Stk Vi

¢ia u; — k-ojo baigtinio elemento mazginiy poslinkiy vektorius; F, — k-ojo
baigtinio elemento mazginiy jégy vektorius.

Diskretizuoto ktino elemento pilnutiné potenciné energija I/ bus gauta
susumavus paskiry baigtiniy elementy vidiniy ir iSoriniy jégy potencialus (2.5) ir
(2.6). Tuomet gaunama tokia pilnutinés potencinés energijos israiska:

1

11, 25 I € (x)T G, (x)de —
Vi 2.7

[u® g®dr, - [ v qx®)dv, - [ u,"F av,.

Vi Stk Vi

Naudojantis pilnutinés potencinés energijos stacionarumo salygomis
(Lagranzo variaciniu principu), gaunamos baigtinio elemento pusiausvyros
lygtys, parasytos remiantis mazginiais poslinkiais:

@_i[é [e(x)' Gk(x)de}

ou), o), 7,
(2.8)

A Ju g@av + [ ux) q)dv, + [ u,"F; dv; |=0.
allk Vk Sf,k Vk

Si lygtis yra baigtinio elemento pusiausvyros netiesiné lygtis, nes ir jtempiy
funkcija ox(x) taip pat yra iSreiSkiama poslinkiais ). Sig lygtj galime uZraSyti
taip:

¥, (u;)-F,, —F,, —F =0, (2.9

¢ia Fgr — k-ojo baigtinio elemento mazginiy jégy vektorius, salygotas
paskirstytyjy tiiriniy jégy; F,x — k-0jo baigtinio elemento mazginiy jégy vektorius,
salygotas paskirstytyjy pavirSiniy jégys;
T
, Og; (x
W, (uy)= j{J} o, (x)dV,., (2.10)

’
ouj,

0 jo i§vestingé:
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0¥, (u;
%:k,(u}{), @2.11)

yra vadinama baigtinio elemento tangentine standumo matrica. Matome, kad
elemento tangentinés standumo matricos fiziné prasmé yra netiesinés elemento
pusiausvyros lygties (2.8) pirmasis démuo — Jakobio matrica, apskai¢iuota esant
zinomiems elemento mazginiams poslinkiams u). Reikia pazymeéti, kad

kvadratinés matricos k,(u}) matmuo priklauso nuo elemento mazginiy

poslinkiy vektoriaus uj ilgio. Jos eilutés narius gauname diferencijuojant (2.11)
pagal viena i$ vektoriaus u) komponenty:

Ou| oupp, | Ow
, T
oY, (u},) _ 0 | gy, (x) o (x) 7,
ou), ouj | Oy
k, (u})= ' T . (2.12)
oY, (u}) _ 0 | g, (x) o, (x)dV,
ou} Ouyp | Ouj

Geometriniai netiesiSkumai yra salygoti netiesinés poslinkiy ir deformacijy
priklausomybés. Vadinasi, $ios matricos (2.12) reik§mé netiesiogiai priklauso nuo
mazginiy poslinkiy u}. Nuo jy priklauso deformacijy e(x) reikSmés, o nuo
deformacijy priklauso jtempiy 6i(x) reikSmés.

2.2. Réminis strypinis erdvinis elementas
2.2.1. Elemento formos funkcijos

Siame darbe pristatoma nagrinégjamo erdvinés réminés konstrukcijos elemento
(2.2 pav.) tangentinés standumo matricos sudarymo metodika.
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(a) ' '
\a/ ukll’F;)ga 9M

’ !
uklO’Evgo T

r r
U, Uiz By s M,
!
¥ s L

A
Y
ukll’ by,

uk8 b F;vy
b

Ui o Uy, F;np\.
uk9’ F})z

o
= Upias F;n/)z

v

2.2 pav. Erdvinis réminis baigtinis elementas
Fig. 2.2. The three-dimensional frame finite element

Tempiamo-gniuzdomo, sukamo bei kartu lenkiamo elemento mazginiy
poslinkiy vektorius lokaliojoje koordinadiy sistemoje, bus paraSomas elemento
galy iSilginiais, skersiniais ir kampiniais poslinkiais (2.2 pav., a):

uy :[u/'cl Upy Upz Upy Uis U
(2.13)
Upy Upg Uy Upig  Upy u;ch]

Sio vektoriaus komponentai uy, ir uy, yra elemento mazginiy tasky linijiniai
poslinkiai, kurie sutampa su elemento lokalios asies x' kryptimi. Komponentai
up, 1ir upg yra linijiniai poslinkiai elemento lokalios aSies )" kryptimi.
Komponentai u;; ir u;, yra linijiniai poslinkiai elemento lokalios aSies z'
kryptimi. Komponentai u;, ir uj,, yra kampiniai sukimo poslinkiai apie
elemento lokaliajg asj x', kuriy kryptys sutampa su laikrodzio rodyklés judéjimo
kryptimi zitrint i$ teigiamos aSies pusés. Komponentai u; ir u,, yra kampiniai
elemento postkiai apie lokaligja asj ', kuriy kryptis sutampa su laikrodzio
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rodyklés judéjimo kryptimi Zilrint i§ teigiamos aSies pusés. Komponentai u;, ir
uy,, yra kampiniai posikiai apie elemento lokaligja asj z', kuriy kryptis sutampa
su laikrodzio rodyklés judéjimo kryptimi Zzitirint i$ teigiamos aSies pusés. Taigi
erdvinés réminés konstrukcijos elementas lokaliojoje koordinaciy sistemoje xy'z’
turi dvylika laisvumo laipsniy. Tokio elemento bet kurio tasko linijinis poslinkis
elemento lokalios aSies x" kryptimi (elemento pailgéjimas ar sutrumpéjimas) bei
sukimas apie Sig a§} yra apibréziami tiesinémis funkcijomis u,, (x) ir ¢, (x), 0
linijiniai poslinkiai elemento lokaliy aSiy )" ir z' kryptimis — netiesinémis
funkeijomis  u, (x) ir w,(x). Siy funkcijy aproksimacijai dazniausiai
naudojami Ermito polinomai (Barauskas, R. 1998, Barauskas, R. et al. 2004).
Ermito polinomus, jy nezinant, bet kurio tasko poslinkiy funkcijy interpoliavimui
per elemento mazginius taskus, galima gauti interpoliacines funkcijas parenkant
tam tikro polinomo pavidalu.

Laikoma, kad strypy tempimo-gniuzdymo bei sukimo poslinkiy funkcijos
aproksimuojamos tiesiniais polinomais:

U (x)=ay +ax=|1 x]{zo}, (2.14)

1
’ dO
0 (x)=d, +d1x=[1 x] g [ (2.15)
1
Strypo poslinkiy )’ ir z' aSiy kryptimis aproksimuojancios funkcijos yra

kubiniai polinomai:

U, (x) = by +b1x+b2x2+b3x3:[1 x X’ xﬂ . (2.16)

u,'(_.(x):c0+clx+c2x2+c3x3:[l x X x3} : (2.17)

Surasius (2.14)—(2.15) lygtis | bendra lygCiy sistemg ir uzrasius matricine
forma gaunama:
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[==R e
S O
S O
[==R

=Pa.  (2.18)

(= =
S O O =
)
—_
=
>'<M
xw
- o o O
= o o O
S

Siy (2.14)~2.15) poslinkiy funkcijy interpoliacijos taSkai yra mazginiai
taskai x=0 ir x=I. Siuose taskuose yra duotos ne tik jlinkiy funkcijos (2.16)—
(2.17), bet ir Siy funkcijy pirmosios i§vestinés (kampiniai poslinkiai):

d !
, du,
o (x)= —”#(x) = —(c1 +Cyx +ex” ) (2.20)

Irase j funkcijas (2.14)+(2.17) ir (2.19)—«2.20) elemento mazginiy tasky
koordinates, gauname tokia lyg¢iy sistema:
g (x=0)=up, = ay, u,’cy(x=0)=u}(2 =b,,
u,’c(x=())=u];3 =cy, q);{x(x:o):u;“t :dO,
Piy (x=0)=ups =—b, g} (x=0) =t} =1,

Dhy (x=1) =ty = b —2b,]; — 3b311§ >

i (¥ =1;) =ty = —¢; =265 — 3esli.

Lygybiy sistema (2.21) matricine-vektorine forma yra uzraSoma taip:
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) 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0]

Uy ay
o 001 0 0 0 0 0 0 0 0 0f],
k2 1

) 000 0 0 0 1 0 0 0 0 0[],
Ups o

, 000 0 0 0 0 0 0 0 1 0[],
Upy |

) 00 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0],
Ups y)

' 000 0 0 0 0 -1 0 0 0 0],
Upe _ 3
" 14 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 el
) 00 1 I, [ 0 0 0 0 0 0|
| |0 0 0 0 0 1 4 I I 0 0llg
ol 100 0 0 0 0 0 0 0 0 1 4 ||e
| {00 0 -1 =2, -3} 0 0 0 0 0 0/|d
Uy 00 0 0 © 0 0 -1 =20, -3; 0 0] d

arba trumpiau:
u), =Ca. (2.22)

ISsprende Sig lygCiy sistemg, gauname polinomy koeficienty iSraiskas per
elemento mazginiy tasky poslinkius:

1 1
’ !’ ! ’ ’
ag = Uy, Q) ==~ Uy + Uy, by =iy, by = —uys,
[ [
3 ! 2 ! 3 ! 1 ! 2 ! 1 1 2 1 1 !
b, = _l_zukZ +7”k5 +l_2uk8 +;“k11> by :Z_gukZ _l_zuks _l_3uk8 —l_zuklla
o ! = += i +— ’ +- ’
Co T U3, €1 = "Upe, O = 2 Ups ] Uge 2 Upg luk12>
2 1 1 ! 2 ! 1 ! ! l ! 1 !
G :l_3“k3 _Z_zuk6 _Z_3“k9 _Z_zuku’ dy =y, dy = —;“k4 “7“1{10-

Uzrase matricine forma, gauname:
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10 0 0 0 0 0 0 0 0 0

L0 0 0o 0o o L 0o 0 0 0 o

lk lk
@) |0 1 0 0 0 o0 0 0 0 0 |[uy
o/ O 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 |lu,
bllo =2 0 0 2 0 0 2 0 0o L ot
by I I I b Uiy
2llo 2 0 0 -2 0 0 -2 0 0 -1 o %
bs _ l l I i Uke
o[ |0 0 0 0 0 0 0 0 0 | u
gl [0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 [lug
“l o 0o -2 0 0o Z 0 0 2 0 o LU
G Iy b k le || ko
d !
"lo 0 2 0 0o -4 0 0 -2 0 o ——|"
d I i Iy e |tz

o 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 -- 0o 0o 0 0o 0o L 0o o

lk lk

Sias polinomy koeficienty israiskas jstate j (2.14)~(2.17) gauname elemento
bet kurio tasko linijinio poslinkio, sukimo ar jlinkio iSraiska per Sio elemento
mazginiy tasky poslinkius:

1 1
Upoe (X) = Upy +| =7 gy + 7= 1Up7 |X, (2.23)
A A
! ’ 1 ’ 1 ’
Ppoc (X) = Upeg +| —— Uy +—Upyq |X, (2.24)
A A

’ ' ’ 3 ’ 2 ' 3 ' 1 ’ 2
I I li I

zul _iu/ _zul _lur x3
113 k2 l/g kS 1/3 k8 l/? k11 >
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3 2 3 1
’ o ' ' ’ ’ ' 2

h k

‘ ‘ (2.26)

3u' —iu’ —zu’ —lu' X

l]? k3 113 k6 113 k9 l;? k12 :

Sutraukus panasius narius gauname:
' X |y X
U (X) :(I—I—Jum Tt (2.27)
k k
' X | X
Ppe (X) = (1 —I—Jum 7 ko (2.28)
k k
, 230 3x? , 3 2x? ,
uky(x): —3——2+1 Upy + ——3+——x Ups +
ok hooh 2.29
( 2x3+3x2ju’ +( 3erzju’ -
- k8 | Pkl
koK ik
, 2% 3x? , 3x°  2x7 ,
P Lk

(2.30)

2 3L [
Z]_:, 113 k9 Z]g lk k12

Tokiu budu, elemento bet kurio tasko poslinkiy vektorius
T, . vy N ...
u,(x)= [u; () uy(x) u(x) @ (x)] , jvertinus auk$¢iau vartotus Zyméjimus,
yra iSreiskiamas elemento mazginiais poslinkiais ir uzraSomas taip:

u, (x)=PClu, =N, (x)u,, (231

N(x) 0 0 0 0 0
vo| 0 M) o 0 0 Ny(x)
oo 0 N(x) 0 Ny(x) o [
0 0 0 N(x) 0 0
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Ny(x) 0 0 0 0 0
N = 0 Ny (x) 0 0 0 N5 (x)
1o 0 Ng(x) 0  Ng(x) o |
0 0 0 Ny(x) 0 0

yra vadinama elemento formos funkcijy matrica, kurios nariai yra Ermito
polinomai:

k k g k (2.32)

2.2.2. Deformacijy aproksimacija mazginiais poslinkiais

Nagrinéjamas palyginti dideliy poslinkiy atvejis, kai maksimaliy jlinkiy ir
skerspjiivio charakteringy matmeny (skerspjtivio aukséio 4 bei plocio b) santykiai
tenkina $ias ribas: 1/5<uma/h<1/5. Tuomet rySys tarp deformacijy ir poslinkiy yra
netiesinis. Monografijoje (Cyras et al. 2004) yra i$vestos io rysio formulés bet
kokios formos erdviniam elementui kreivalinijinéje ortogonalioje koordinaciy
sistemoje. Sios formulés susieja elemento viduriniojo pavirsiaus deformacijas su
Sio pavirSiaus tasky poslinkiais. Jas galima panaudoti ir réminés konstrukcijos
elementui, priémus, kad kreivalinijinés koordinatés sutampa su staciakampe
Dekarto koordinaciy sistema, o jas lydinciosios pirmosios kvadratinés formos
koeficienty funkcijos yra lygios 1 bei kreiviy spinduliai yra lygts begalybei.
Tuomet strypo aSies iSilginé ir skersiné deformacijos:

() +1(f‘>‘u'y (X)T +1[8u; (x)T, o, 0L,

* ox 2 ox 2 Oox Ox

o kreiviai

2 1
. :8 uz(x)

_ 62u'y (x)
y a2 - )

6)62

b KZ
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Elemento skerspjiivio bet kurio tasko suming isilginé ir skersiné deformacijos
uzraSomos taip:

60 (X) = A, — vk, — 5. -

i, (v) +1(au; (x)jz +g(au; (X)JZ ) P () @3

x 2l ox 20 ox o ot

20,(x) | _00,()
Ox ox

¢ia y ir z — tasko atstumai nuo strypo neutralios asies.

Paprastumo délei, nagrinéjamas strypinis elementas, kurio skerspjuvio
geometriniai parametrai — plotis b, aukstis /4 ir ilgis /. Tuomet jo vidiniy jégy
vektorius (2.10) yra uzraSomas taip:

B oe, (x)]"
‘I’k(u}c)z J/ )‘/g{%} ck(x)dxdyder
27 k

b !

{/ lj;/ I{&Yk—(x)} v, (x) dxdydz.

_b/ /0

272

Vidiniy jégy vektoriy (2.35) iSreiSkiame elemento mazgy poslinkiais |

deformacijy israiskas (2.33-2.34) jraSius poslinkiy aproksimacijy funkcijas
(2.31). Gauname deformacijy funkcijas, iSreikstas poslinkiais:

Yi (x) =)0, +z0, =y (2.34)

(2.35)

ou,

N B S B |
g (x)=Cyju, +—u, C.(x)u, +—u,  C,(x)u, —
« (%) ot TS5 6()k2k 7 (x)ug (236)
yCs(x)u, —zCy(x)uy,

Yi (x):zC3u'k+yC3u'k, (2.37)
B 6C1(x 6C2(x
gia C,, Cj, C4(x)=7), Cs(x)zT)a Cs(x)=C(x) € (x),
C,(x)=C,(x)' C,(x) yra koeficienty matricos, gaunamos diferencijuojant
elemento formos funkcijy matricos Ni(x) atitinkamas eilutes:

coz—llooooolooooo},

k k
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2 2
Cl(x)z{() O O g g o X2y,
lk lk lk k
2 2
lk k lk k
6x> 6x 4y 3x?
Cz(X)Z 0 0 —3——2 0 ———2—1 0
B LI
2 2
o L I
1
03{000——00000—00}
k k

2.2.3. Elemento tangentiné standumo matrica

Irasius (2.36-2.37) israiskas j (2.35), elemento vidiniy jégy vektorius yra
iSreiskiamas tokiu badu:

b2 h2 1
Y, (u)= J'/ I/ [Cy" o (x)dxdydz +
~b/2-h/20

b2 B2 1 - b2 W21 -

f f JCG (x)" upo, (x)dxdydz + f ) JC7 (x)" wyo, (x)dxdydz -
~b/2-h/20 ~b/2-h/20 (2.38)
b2 B2 1 . B2 B2 1 r '

f f J'yC5 (x)" o (x)dxdydz - f ) JZC4 (x)" o (x)dxdydz +
~b/2-h/20 ~b/2-h/20
b2 W21 b2 b2 1
[ [ ]2C4 (x)T v (X)dxdydz+ [ [ [yCy (x)T v, (x)dxdyd:.
~b/2-h/20 ~b/2-h/20

Panaudojus gauta vidiniy jégy vektoriy, tangentiné standumo matrica (2.11)
yra tokia:
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oY, (u]

kT (“:’C) = ;(/ k) =
uy

B2 W21 o6 ( ) B2 B2 1
I I ICO ———dxdydz + I I IC6(x) G, (x)dxdydz+
—b/2-h/20 Ouy, —b/2-h/20
B2 W21 . 6 ( ) B2 21 r
I I IC(,() u, o dxdydz + f f IC7(x) Gk(x)dxdydz+
—b/2-h/20 uy ~b/2-h/20
B2 K21 ( ) b2 W2 | 06, (x) (2.39)
J e (x) = dvdydz— | ] [yCs(x)' bz -
~b/2-h/20 ~b/2-h/20 uy
B2 B2 1 ( ) b2 H2 1 r oty (x)
j j j C,(x ) 4dxdydz+ f f JZC3( ) ———dxdydz +
—b/2-h/20 Ouy, —b/2-h/20 Ouy,
B2 21 ( )
j j ij3( ) o ———=dxdydz.
—b/2-h/20 uy

I Huko désnj ex(x)=FEs&i(x) ir Ti(x)=Gyi(x) jras¢ deformacijy israiskas (2.36—
2.37), gauname jtempius mazginiais poslinkiais:

' 1 ' ' l ' '
o, (x) =ECyu, +5EukTC6 (x)uk +5EukTC7 (x)uk - 2.40)

VECs (x)u; —2 ECy (x)uy,
T, (x)zzGC3u}c +yGCiu,, (2401

¢ia £ — medziagos tamprumo modulis; G — medziagos §lyties modulis.
Skaic¢iuojamos jtempiy funkcijy (2.40-2.41) iSvestines:

8"6’;_(x) - E(Co +u, Cq(x)+u, C;(x)-yCs(x)-zC, (x)) (2.42)
k
ou,

Itempius (2.40-2.41) ir jy iSvestines (2.42-2.43) jrase j (2.38) ir atlike
diferencijavima, gauname elemento tangenting standumo matrica:

kK, =k, +k, +k, (244)

¢ia
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B2 H2 1 , , ,
K,=E [ ] [(CC)~2€C)Cy(x)-yC) Cs(x) -
—b/2-h/20
zC, (x)T C, +z°C, (x)T C, (x) +2zyC, (x)T C; (x) -

(2.45)
YCs (x) €y +29Cs (x)) €, (x)+9°C5(x) €, (x))dxdydz n

b2 h2 1
G [ ] [(7C'C-2€" ¢+ )¢ ¢ )dedyd:
—b/2-h/20

yra elemento mazy poslinkiy standumo matrica;

b2 B2 1

Ke= [ ] [(Co(x) +C5(x)] Jo (x)etvdret (2.46)

~b/2-h/20

yra geometriné standumo matrica;
b2 h2 1 ' '
K, =E [ | [(0.5C, u;"Cq(x)+0,5C, u,"C; (x)+
~b/2-h/20
Cs (%) u,Cy +0,5C (x)" wju,"Cy (x)+
0.5C, () wi € (x) - 2C4 () w,C () -
yC6 (X)T ll'kCS (X)+C7 (X)T ll'kCO + (2.47)
0,5C; (x)" wpu,"Cq (x)+0,5C; (x)" wpu,"C; (x) -
zC, (x)T u'kC4 (x) -yC, (x)T u}CCS (x) -
0,52C, (x) u,"Cy(x)=0,52C, (x) w 5 (x) -
0,5yC;s (x)T quTC() (x) -0,5yC;s (x)T u}cTC7 (x))dxdydz
yra pradiniy poslinkiy standumo matrica.

1(2.46) jrasius (2.40-2.41) israiskas, gauname geometring standumo matrica
iSreikSta mazginiais poslinkiais:
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B2 21 ;o - ,
K =E [ ] J(Co(x) Couy +0.5C (x) u, €y (x)u, +
—b/2-h/20

0,5C, ()" w"C, (x)u, — 2C¢ (x)" €, (x)u), —

¥Cq(x)' Cs(x)uy +C; (x) Couy + (2.48)
0,5C; (x)" u,"Cq (x)u), +0,5C; (x)" w,"C, (x)u), —

zC, (x)T C,(x)u, —yC, (x)T Cs(x)uy )dxdydz.

Gautos iSraiskos deSiniosios pusés pirmasis ir SeStasis nariai sudaro
pastovigja geometrinés standumo matricos, kurig nulemia tempimo gniuzdymo
jtempiai, dalj. Antrasis, treCiasis, septintasis ir aStuntasis — kintamaja,
apibréziancia lenkimo jtempiy jtaka elemento standumui, o ketvirtasis, penktasis,
devintasis ir desimtasis nariai — atlikus algebrinius veiksmus ir yra lygits nuliui.

Erdvinio réminio elemento tangentinés standumo matricos simboliné iSraiska
buvo nustatyta panaudojus kompiuterinio matematinio skai¢iavimo komplekso
MATLAB simboliniy skai¢iavimy paprograme Symbolic Math Toolbox.
Komandinés bylos tekstas, sudarytas pagal MATLAB programavimo kalbos
désningumus, yra pateiktas priede A.

Transformacija i$ lokaliyjy komponenty j globaliuosius yra atliekama jprastu
keliu. Tam tikslui lokaliojoje koordinaciy sistemoje sudarome elemento krypciy
kosinusy matrica T ir gauname elemento tangenting standumo matricg
globaliyjy asiy sistemoje:

k =T, -k.-T,, (2.49)

¢ia

cosa cos 3 cosy

—COS X COS —cos Fcos
T, = p A/ €OS o’ +cosy? peosy

\/COS(J{2+COS}/2 \/COSO(2+COS}/2

—cosy cosa

\/COS(J{2+COS}/2 \/COSO(2+COS}/2

yra krypciy kosinusy matrica bet kuriam erdviniam baigtiniam elementui
(Saouma V. E. 2000);
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0 cosff 0
T,=-cosp 0 0
0 0 1

yra krypciy kosinusy matrica grieztai vertikaliam erdviniam baigtiniam elementui
(Saouma V. E. 2000). Si matrica yra taikoma vertikaliems elementams pirmos
skai¢iavimy iteracijos metu; o, 8 ir y — kampai tarp lokalios x’ aSies ir globaliyjy
X,y ir z aSiy (2.2 pav. b).

I$ atskiry baigtiniy elementy tangentiniy standumo matricy formuojama

kvazidiagonaliné matrica K, ir apskai¢iuojama visos konstrukcijos tangentiné
standumo matrica:

K, =H'K_H, (2.50)

¢ia H yra konstrukcijos baigtiniy elementy poslinkiy ir visos konstrukcijos
poslinkiy darnos matrica, nusakanti kokie konstrukcijos baigtiniy elementy
poslinkiai atitinka visos konstrukcijos globaliuosius poslinkius.

u
13
uy Mo 2
Upy
u
s
Ug Uy
u U
7 U-| 1“4
M9 u6 3
Y
Z X
77
" Us g
u2~ LORY!
23
u e,
29,5 U3 jil; 4 Uy oH2.712,10 1]
U1~ 0 5
ulqz
u
13, —>>>
w A,
“’/ Uyt 4

2.3 pav. Lokaliyjy rémo elementy poslinkiy schema bei réminés konstrukcijos poslinkiy
schema globaliojoje koordinaciy sistemoje
Fig. 2.3. Local frame elements displacements schema and frame construction
displacements in the global coordinate system
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2.1 lentelé. Poslinkiy rySio matrica H
Table 2.1. Displacements consistency matrix H

=
S
)
=
&
N
B
N
b
N
(=}
S
~
s
=3
S
o
=
S
=
S
IS
S
oy
=
=

U1
Ui
ui3
U4
uis
U6
ui,7
uis
U1

u1,10

Ui

ui12
u2,1
u22
u23
u2,4
u2s
u26
u2,7
u2,8
u2,9

u2,10
u2,11
u2,12

u3,1
us2
us3
U3 4
u3s
U3,6
us,7
uss
U39
u3,10
U311
us,12

[=] =) (o) [e} o} o) o) fo) fo) [l [l L) (=] fo) fo) (o) (e Lol fe) fo) o) fo] o] [l o] fa) fe) fe) [w) D [e) [o) fo) [l fa) fe)
[=] =) [o) [e) o) o) o) fo) fo) [l L [w) fw] fo) fo) () L (o) fo) fo) o) fo] fo] fo) o] fa) fe) fa) L) [w) [w) [w) [ [l fa) f)
[=] =) (o) [e) o} o) o) fo) fo) Ll fw) [w) [w] fo) [l L (=) (o) fo] o) o) fo] o} fo) o] fal fe) P [w) [w) [w) [w) [ [l fa) f)
(=] =)o) e] e -] je] je] L (o} fo]} (o} (o] (e} L (o] [e] (o] fe] fe)] e} je] je] fo) e} fal | (o] (o} (o] (=] (o] [ [ f) fe)
(=] =) ) e le] {e) je] Ll lo} (o} fo] (e} (e} L (o] (o] (o] (o) o] fe) (o) je] je] fe) e} L lo] lo] (o] (o] (=] (] [ [ fe) fe)
(=] f=) (o] {o) [o) o) E [=) (e} o) f=) fa) b =] (o] (] fo] (o] [ [a) o] (] o) [l Lo (el [e) fw) o) [w] {e) [a) fe) [a) [ e
[=] =) (o] [a] ) fa) o) fo) fa) [l [o) [o) [a] [o] [o] (o] (o] (e fa) fa) Lol e fol fa) e fa) fe) fa) (o) [o) [o) [o) fa) [l fa) fe)
[=] =) (o) [e} o] o) fo} fo) fo) [l fw) [w) (] [o] fo) [w] [w) (e ol L (e} fo] fo} fo) o] fa) fe] fo] (o) [w) [w) () [ [l fa) fe)
[=] =) (o) [e) o] o) o} fo) fo) [l fw) [w) [w] [w] [w) [w] [w) (e L [e] o} fo] fo} fo) o] fo) fe] fo] (o) [w) [w) (o) fo) [l fa) fe)
[=] =) [=) [e) o) L e} fo} fo) [} fw) [w) (] [w] [o] [w] [w) (o) fa) o] o) fo] fe] [} o] fa) fe] fo] (o) [w) [w) (o) fo) [l fa) fe)
[=] =) [} Ll [e) o) fo) fa) fo) [l fw) [w) (] [w) [o) [w] [w) (o) fa) fa) o) fo] fo] [l o] fa) fe] fa] (o) [w) [w) (o) fo) [l fa) fa)
[=] =) Pl [ fe) fe) fe) fo) fo) fo) [o) [o) [o] [o] [o] (o] (o) (o] fa) o) ) o] o] [l [e] fa) fe) fe) (o) [o) [o) [o) fa) [l fa) fe)

Ll (=l [=][=] =] (o] [e] o] o] o] o] [} fe] fe} [} fo] fo) (o] (o] [o] (o) (o) e (o] [e) (e ) fa] ) k) [l fo) [o) [a) f)
Ll k=l (=] =] [=]) [w]) (=) [w) (e} o} (o] fo) (o] o} fo) fa) fw] fo] [w) [w] [w] (o) (e fo) [a] fo] (o] [} fa] fa) fal fo) [w) [w) [e) f

[}

Siekiant geriau suprasti matricos H struktiira, sudaroma diskre¢iy rémo
elementy lokaliyjy poslinkiy schema (2.3 pav.), kurioje lokalieji poslinkiai yra
pazymeéti ui 1, U1, ..., 43,12 (pirmasis skaicius indekse Zymi elemento numerj). Jei
nagrinéjamo elemento mazginio tasko lokalusis poslinkis, pavyzdziui u; g sutampa
su diskretinio modelio mazgo globaliuoju poslinkiu, $iuo atveju u», tai matricos H
8 eilutés 2 stulpelyje jrasomas 1, o kituose — 0. Nuliné eiluté reiskia, kad elemento
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mazgo tasko poslinkis atitinkama kryptimi yra suvarZytas (negalimas). Taip
logiskai svarstant, gauta poslinkiy rySio matrica yra pateikta 2.1 lenteléje. Jos

virSuje pazyméti globalieji poslinkiai u=[u1 uy ... ulz]T, o lentelés kairéje
pus¢je — elementy mazgy tasky lokalieji poslinkiai globaliojoje koordinaciy
sistemoje w=u,, u, .. ullz]T :
Visos konstrukcijos tangentiné standumo matrica K, yra inkorporuojama j
prieaugiais uzraSytas pusiausvyros lygtis:
K,Au = AF, (2.51)

¢ia AF ir Au yra visos konstrukcijos mazginés apkrovos prieaugiy ir globaliyjy
poslinkiy prieaugiy vektoriai.

2.2.4. Ekvivalentiniy apkrovos jégy apskaic¢iavimas

Dazniausiai apkrovos yra paskirstytos per visg baigtinio elemento ilgj (2.4 pav.
a). Darbe nagrinéjamas erdvinis elementas, kurio veikianciosios jégos ar galimi
poslinkiai yra sukoncentruoti mazguose (2.2 pav.), tad paskirstytosios apkrovos
turi biiti pakeistos paprastesnémis, jas atstojan¢iomis mazginémis jégomis (2.4
pav. b). Siy mazginiy jégy reikimés yra apskai¢iuojamos i darby lygybes. I§
tamprumo teorijos (Atkocitinas, J., Nagevicius, J. 2004) fizikiniy désniy Zinoma,
kad konstrukcijai esant pusiausvyroje vidiniy jégy darbas turi biiti lygus iSoriniy
jégy darbui:

(2.52)

s _ '
Vir =V,

Y
(a) Pex(X) (1) -
A N E R
! F:/z'q7‘_F;I')r Fa’y

e NN NNANNNL X

2.4 pav. Erdvinio réminio elemento apkrovos: a) paskirstytosios apkrovos;
b) ekvivalentinés mazginés jégos
Fig. 2.4. The three-dimensional frame element loads: a) member, distributed loads;
b) equivalent nodal forces

Sioje lygybéje vidiniy jégy darba atlieka ekvivalentiskos mazginés jégos:

Vi p=u,F,, (2.53)
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¢ia w; yra k-ojo baigtinio elemento mazginiy poslinkiy vektorius globaliojoje
koordinagiy sistemoje; F, yra k-ojo baigtinio elemento mazginiy jégy vektorius
globaliojoje koordinadiy sistemoje.

ISoriniy jégy darbg lygtyje (2.52) apraso paskirstytyjy apkrovy darbas,
aprasomas formule:

Iy
Vip = T (x)" pe (%), (2.54)
0

¢ia uk(x) yra k-ojo baigtinio elemento bet kurio tasko linijiniy poslinkiy vektorius;
pe(x)=[Pix (x) iy (x) pe-(x) . (x)] yra kojo baigtinio elemento
veikianciyjy iSoriniy paskirstytyjy apkrovy vektorius;

Zinant, kad wu, (x) =N, (x)u, lygtj (2.54) galima uzrasyti:

TING(x) py (x) . (2.55)

[ S——

Gautas jégy israiskas jraSome j (2.52) iSraiska ir gauname:

I
llkTFk =u£ij (x)T pk (x)dx. (256)
0
Sutraukus panaS$ius narius, gauname:
I
F, = [N, (x) py(x)ax. 2.57)
0

Laikoma, kad iSorinés paskirstytosios apkrovos islieka pastovios per visa
elemento ilgj, t. y. néra priklausomos nuo x. Tokiu biidu vektorine funkcijg px(x)
galima uzrasyti:

DPix (x) Prx
Pr.y (x) Pr.y

pe(x) = L (2.58)
S PN P
tk,x (x) tk,x

Irasius (2.58), (2.31) ir (2.32) israiskas j (2.57) bei atlikus atitinkamus
skai¢iavimus, gaunamos ekvivalentiniy mazginiy jégy reikSmés:
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T
P« (x) = I:Fk,l Fyo Fy s Fia Frs Fros Fig Frg Fio Frao Frn Fk,lZ] =

T
Pexle  Pryle  Prsdi texh pk,:llg pk,yllg
- (2.59)
2 2 2 2 12 12
Pele Pyl Pkt pcli _pk,yllg
2 2 2 2 12 12

Isdéstytasis ekvivalentisky mazginiy jégy skai¢iavimas buvo atliktas
pritaikius kompiuterinio matematinio MATLAB skai¢iavimo komplekso
simboliniy skai¢iavimy paprograme¢ Symbolic Math Toolbox. Komandinés bylos
tekstas, sudarytas pagal MATLAB programavimo kalbos désningumus, yra
pateiktas priede B.

2.3. Tangentinio standumo metodo skaitmeninis
realizavimas

Literatliroje yra pateikiami jvair@is netiesiniy lygéiy sistemos (2.1) sprendimo
metodai (Polyanin and Manzhirov 2007; Amocos ef al. 2008.). Disertaciniame
darbe naudojamas Newton-Raphson iteracinis apkrovos kontrolés metodas
(Belytscho and Liu 2000; Zienkiewicz et al. 2005), kadangi apkrovos-poslinkiy
kreivé yra iskila funkcija. Be to, verta pazyméti, kad konstrukcijos optimizacija
atliekama nepasiekus visisko plastiskojo suirimo. Dél Sios priezasties tangentiné
standumo matrica negali buati nuline: K##0. Taip pat skaitmeniniais
eksperimentais nustatyta, kad Newton-Raphson metodu galutinis rezultatas
pasiekiamas per du ar tris apkrovos zingsnius.

Aptarkime Newton-Raphson metoda, kurio principiné schema yra parodyta
2.5 paveiksle. Ten pat yra pateikti konstrukcijos netiesing elgsena
charakterizuojantys dydziai. Taikant §j metoda, apkrovos vektorius F yra
skaidomas j dalis ir kiekvieno zingsnio metu didinamas tam tikru prieaugiu AF,
(2.5 pav.). Kiekvieno apkrovos prieaugio zingsnyje v daromos iteracijos i tam,

kad eliminuoti nesubalansuotgsias jégas FCIv Jos atsiranda dél nesubalansuoty

mazgo vidiniy ir iSoriniy jégy (2.5 pav.):
F.,=F, -F,, (2.60)
¢ia FZ,V — nesubalansuoty mazginiy jégy vektorius v-tojo Zzingsnio i-tosios

iteracijos gale; F,,; — mazgo iSoriniy jégy vektorius v-tojo zingsnio gale; F;, —
mazginiy vidiniy jégy vektorius v-tojo zingsnio i-tosios iteracijos gale.
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FA Istiesinto uzdavinio
E,, sprendinys .
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2.5 pav. Newton-Raphson metodas
Fig. 2.5. The Newton-Raphson method

Sios paklaidos atsiranda istiesinant uzdavinj, t. y. standumo matrica
formuojama panaudojant prie§ tai buvusios iteracijos metu nustatytas mazgy
poslinkiy reikSmes.

Zemiau pateikta vieno apkrovos prieaugio (Zingsnio) iteracinio skai¢iavimo
metodika.

Tarkime, kad globaliyjy poslinkiy vektorius wu, ir apkrovos lygis F,
nagrinéjamo zingsnio v pradzioje yra zinomi. Tuomet v-tojo apkrovos zingsnio
metu skai¢iavimai atliekami vykdant tokias operacijas:

1. Nustatomas naujo apkrovos lygio vektorius:

F,, =F, + AF, (2.61)

¢ia AF — yra apkrovos prieaugiy vektorius.

2. Suformuojame v apkrovimo zingsnio i-tosios iteracijos konstrukcijos
tangenting standumo matrica Ki,v (i$ paskiry elementy tangentiniy standumo
matricy (2.50)) ir nustatome jos determinantg. Jeigu determinantas yra neigiamas,

konstatuojame, kad konstrukcija yra geometriskai judri ir baigiame skaic¢iavimus.
Jeigu determinantas yra teigiamas, sudarome prieaugines pusiausvyros lygtis

(2.51) nesubalansuoty mazginiy jégy F., skai¢iavimui (pazymime, kad pirmoje

Y

iteracijoje Fc’zv1 =AF):
K. Au, =F.,. (2.62)

3. Sprendziame sudaryta tiesiniy lygéiy sistema ir gauname vykdomojo v
zingsnio i-tos iteracijos globaliyjy poslinkiy prieaugiy vektoriy:
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auy = (KL,)FL (2.63)

4. Skai¢iuojame naujus globaliuosius mazgy poslinkius. Tam tikslui prie
nesubalansuoty mazginiy jégy gautyjy poslinkiy prieaugiy (2.63) pridedame
ankstesngje iteracijoje gautasias globaligsias poslinkiy reikSmes:

u =Au +u’l (2.64)
5. Skai¢iuojame naujas mazgy koordinates pagal tokig formule:

xb=x"vul, (2.65)
Toliau skai¢iuojame naujus elementy asies pasvirimo kryp¢iy kosinusus ir

elementy ilgius /u,, sudarome elementy koordinaciy transformavimo matricas
Tri

ab . x

ir fiktyviaja pusiausvyros lygéiy matrica A’ i§ paskiry baigtiniy elementy

2
ab,v

pusiausvyros lygéiy matricy A’ .Tam tikslui uzraSome elemento, parodyto 2.2
paveiksle, apkrovos prieaugio v-ojo Zingsnio i-tosios iteracijos pusiausvyros

lygtis tarp elemento galy ir lokaliyjy mazginiy jégy:
Al .S, =F;, (2.66)

ab,v a

¢ia pusiausvyros lygciy koeficienty matrica yra:

-1 0 0 0 0 0
0 Yy, 0 0 0 Vi,
0 0 Yy, O -V, 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
N 1 0 0 0 0
abyv 1 0 0 0 0 0 (2.67)
0 iy, 0 0 0 -1,
0 0 Vi, 0 Vl,, 0
0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1]

Si matrica gaunama uzrasant pusiausvyros salygas erdvinio réminio elemento
(2.6 pav.) mazguose.
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2.6 pav. Erdvinio réminio elemento jégos ir jrazos
Fig. 2.6. The three-dimensional frame element forces and internal stresses

Pusiausvyros salygos mazge ,,A*:

YF =0, FL+N=0; —N=F.;

ax?

ZFA,yZO; Fop+0, =0, -0, =F,; Ma:/lab,n+Mb:/lab,n:Fz;y;
ZF;z(); Fp.=0,=0; 0,.=F,; _May/lab,n_Mby/lab,n:Ft;:;
SM . =0 Fly ~T,=0; T,=F,:

S My, =05 Fi, —M,=0; M, =F,

ap,, >
XM, . =0, F,, —M,=0; M, = F;,p:-
Pusiausvyros salygos mazge ,,B“:
D> Fp,=0; F,-N=0; N=F;
> Fg,=0; Fb’y =04 =0; O = Fb’y; _Ma:/lab,n _Mb:/lab,n = Fb’y;
2Fp.=0; F_+0, =0, -0y =F,; May/lab,n +Mby/lab,n =Fy.;
2 Mg, =0; Fb'(px +7,=0;, —-T,= Fb'(px;
XMy, =0; Fi;f/)y — My, =0; M, = Fb,(pr
Y Mg.=0; Fb'(/)z -M,. =0; M, = Fb'(/)z'
Uzrasius Sias pusiausvyros sglygas, gaunama (2.66) iSraiSka matricine forma.
6. Nustatome elementy vidiniy jégy prieaugiy dydzius ir sudarome elemento
globaliyjy vidiniy jégy prieaugiy vektorius:
ASy =K, (Al ) T A, 2.68)

su v-0jo zingsnio i-tosios iteracijos elemento jrazy ir deformacijy fiziniy lygéiy
matrica:
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Ed 0 0 0 0 0
lab,n
AEL, 4 0 0 2EL 4
lab,n lab,n
AEI. 2FI.
0 o —=® o Z=zab 0
k/i _ lab,n lab,n
v GI
0 0 0o L@ 9 0
lab,n
2FI. AEI.
0 o = o —zab 0
lab,n lab,n
2EL, 4 0 o
L Zab,n lab,n
Sudarome globaliyjy vidiniy jégu prieaugiy
X T
AS, =[AS], AS), ...AS,, ...AS], ]

(2.69)

vektoriy:

7. Skaiciuojame konstrukcijos elementy vidiniy mazginiy jégy prieaugius:
AF;, = AlAS) .
8. Nustatome globalyjj mazginiy jégy prieaugiy vektoriy:
AF, , =H'"AF},.

(2.70)

9. Skai¢iuojame v apkrovos prieaugio zingsnio i-tosios iteracijos pabaigos
sumines elementy mazgines jégas ir jrazas:

F,, =F. +AF,
S, =8I+ ASL.

Q2.71)
(2.72)

10. Skai¢iuojame nesubalansuotas (kompensacines) mazgines jégas (2.60).
11. Tikriname pasirinkto tikslumo konvergencijos salyga:

cy =

F;’v ~F ) <eps?

(2.73)

Jei §i salyga netenkinama, toliau vykdome zingsninj skaifiavima, t. y.
kartojame skaiCiavimus apraSytus 1 — 10 operacijose.
Iteracinis ciklas baigiamas, kai nesubalansuoty jégy vektorius F,, yra labai

mazas arba, kai tenkinamas pasirinktas tikslumas F. —F.!<eps? Po to
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gauname konstrukcijos deformuoto buvio visus reikalingus parametrus ir
pusiausvyros lyggiy koeficienty matrica A, = HA, atitinkandig tam tikra
apkrovos lygj F.

Auksciau apraSytas skaiCiavimas algoritmo pavidalu yra pateiktas 2.7
paveiksle.

2.4. Liekamuyjy jrazy analizés uzdavinys

Tampriosios plastinés sistemos liekamuyjy jrazy tikrajam biiviui rasti (Cyras 1983;
Atkocitinas et al. 2010) naudojamas ekstreminis energinis principas: i§ visy
statiskai leistiny liekamuyjy jrazy vektoriy sistemoje, kuri visiskai plastiskai
nesuiro, tikrasis yra tas, kuris atitinka minimalig papildomo deformavimo
energija.

Papildomo deformavimo energija yra iSreiSkiama liekamyjy jrazy kvadratine
forma (Atkocitnas et al. 2010):

U, =%Sf D,S,. (2.74)

Svarbu pazyméti, kad kai konstrukcija veikia vienkartiné apkrova, statiskai
leistiny lieckamuyjy jrazy vektorius yra toks, kuris atitinka statikos lygtis:

A,S =F-A, S,. (2.75)

ir takumo (stiprumo) salygas, kurios bendru atveju isreiskiamos vektorine
funkcija:

£(S,.5,.8,) <. (2.76)

Taigi auksc¢iau suformuluota ekstreminj energinj principa atitinka S$is
netiesinio matematinio programavimo uzdavinys:

Rasti min U,:%Sf D,S,.
kai AS, =F-A,S (2.77)

n-e>

£(S,.S,.8,) <1.

Toliau matematinj modelj (2.77) vadinsime liekamyjy jrazy analizés
uzdavinio statine formuluote. Uzdavinys (2.77) priskiriamas iskilojo matematinio
programavimo uzdaviniy klasei, jei visi vektorinés takumo funkcijos f
komponentai yra iskilosios funkcijos.



54

2. GEOMETRISKAI NETIESINIU KONSTRUKCIJU ANALIZE

H‘ Nustatome naujo apkrovos lygio vektoriy F,,=F,+AF ‘
¥

Formuojama v apkrovos zingsnio i/ iteracijos konstrukcijos tangentiné
standumo matrica K ,

Tikrinama:

det(K’”) >0
Taip
Apskaiciuojamas globaliyjy poslilnkiq prieaugiy vektorius
Auy=(K,)FL,
12
Formuojamos paskiry baigtiniy elementy pusiausvyros lyg¢iy matricos ir
fiktyvioji pusiausvyros lyg¢iy matrica
Al oAy
12
Gaunami elementy globaliyjy vidiniy jégy prieaugiy vektoriai
' Trpri
AS;I) = k:fl (Aa;,\!) Tail;,x Aui}b,v’
¥
Sudaromas globaliyjy vidiniy jégy priecaugiy vektorius

AS| =[S}, S}, ...AS},, .S, ]
!

Skai¢iuojami konstrukcijos elementy vidiniy mazginiy jégu prieaugiai
AF[, = AJAS,
v
Nustatomas globalusis mazginiy jégy prieaugiy vektorius
AF., =H'AF]

s,V s,V
12
Skaic¢iuojamos v apkrovos prieaugio Zingsnio / iteracijos pabaigos suminés
elementy mazginés jégos ir jrazos
F, =F +AF .S, =S +AS]
¥
Skaic¢iuojamos nesubalansuotos (kompensacinés) mazginés jégos

Tikrinama:
i i—1
Fc,v - Fc,r < epS?

Taip
Rezultaty analizé <«

2.7 pav. Newton-Raphson metodo algoritmas
Fig. 2.7. The Newton-Raphson method algorithm
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2.5. Liekamuyjy poslinkiy analizés uzdavinys

Tampriosios plastinés sistemos liekamasis deformuotas biivis nustatomas pagal
analizés uzdavinio kinemating formuluote, gaunamg pasitelkus matematinio
programavimo dualumo teorija. (2.77) uzdaviniui uzrasysime Lagranzo funkcija.
Jai sudaryti parenkami daugikliai: takumo salygoms — neneigiami daugikliai A >0
, 0 statikos lygtims — neriboto zenklo daugikliai u, (lickamieji poslinkiai). Taigi,
ekstreminiam uzdaviniui (2.77) Lagranzo funkcija yra tokia:

Q(Sr, " ur):%SZDn S, 7 (_l+f(Se,Sr,SO))_ (2.78)

T
u, (F-A,S,-A,S,).
Dualaus uzdavinio apribojimus sudaro funkcijos (2.78) stacionarumo salygos
pagal pradinio uzdavinio (2.77) nezinomuosius S, (prilygintos nuliui Lagranzo

funkcijos pirmosios iSvestinés). Pasirinktu atveju Lagranzo funkcijos
stacionarumo salygy iSraiska tokia:

T
az(s,,x,ur)z,,nsr{w} hoA T —0. (279
oS oS

r r

Transponavus abi $ios lygties puses galima parasyti, kad:

o£(S,.S,.S,)

u A, =S/D, +xT[ }:SVTDn 2T [VE(S,.8,.8,) ] (2:80)

r

Pastaraja u’ A, priklausomybe jrasius j (2.78) formule, gaunamas naujas
Lagranzo funkcijos pavidalas:

Z(8,. 1) E%SfDn S, - (1-£(S,.S,.8,))+u,F-S/D,S, -
[ VE(S,.8,.8)) ]S, -S/D, S, -7 [ V(S,.S,.8,) ]S, = 8h

- %SfDn S, —A"(1-1(8,.8,.8,))+u/F-8/D,S, -

[ VE(S,.8,.8)) (S, +8,).

Taigi, (2.77) uzdaviniui dualus yra $is iSkilojo matematinio programavimo
uzdavinys, kuriam reikia:
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Rasti max— %SfDn S, -3 (1-£(S,.S,.8))+u/F-S/D, S, -
W[ VE(S,.8,.8)) (S, +8,). (2.82)
kai DS, +| V'1(S,.S,.8)) | »-A,"u,=0,2.20.

Energinis principas, atitinkantis ekstremumo uzdavinio matematinj modelj
(2.82), yra formuluojamas taip (Cyras 1983; Atkogitinas et al. 2010): i§ visy
kinematiskai leistiny liekamyjy poslinkiy vektoriy tikrasis yra tas, kuris atitinka
papildomo darbo maksimuma.

Toliau §j matematinj modelj vadinsis liekamyjy jrazy analizés uzdavinio
kinematine formuluote. ISsprendus (2.82) uzdavinj randami liekamieji poslinkiai
u, ir lickamosios jrazos S,.

2.6. Liekamuyjy poslinkiy analizés uzdavinys taikant
normatyvinius reikalavimus

Takumo (stiprumo) salygos statybiniy konstrukcijy projektavima
reglamentuojanéiuose dokumentuose (Eurocode 3 2006; STR 2.05.08:2005;
ANSI/AISC 360-10) daznai iSreiSkiamos tiesinémis funkcijomis. Bendruoju
atveju Sias salygas galima uzraSyti tokia matematine israiska:

@S, +S,)<S,, (2.83)

¢ia ® — (rxn) matmeny konstrukcijos stiprumo (takumo) salygy koeficienty
matrica; 7 — takumo (stiprumo) salygy skaicius.
Siuo atveju lieckamuyjy jrazy analizés uzdavinys uzraSomas taip:

Rasti min U, :%sf DS, (2.84)
kai AS,=F-AS,, (2.85)
®S, <S,-DS,. (2.86)

Tokio uzdavinio kinematiné formuluoté yra:
Rasti max — %Sf D,S, -A'S,+u/F-S'D,S,, (2.87)
kai D,S,+® 1-A,"u, =0, (2.88)

2>0. (2.89)
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Tai yra iSkilojo kvadratinio matematinio programavimo uzdaviniai.
Panaudojus (2.85) bei (2.88) lygtis, galima gauti liekamyjy jrazy S, ir liekamyjy
poslinkiy vektoriy u, iSraiskas:

S, =(D,'AL(A,D,A]) A, D, - D, @5+
B ~ (2.90)
D,'Al(A,D, A1) (F-A,S,)=G®"A+H(F-A,S,),

u, =(A,D,A;)"'A,D, ' ® %+ (A,D,A;)F-

T\-1 ala’ Ty-1 (290
(A,D,A,)'S,=H ® L+(A,D,A,) (F-S,),

¢ia G=D,'AT(A,D,AT)'A D' -D,' - liekamyjy jrazy infliventiné matrica;

H=D,'A”(A,D,A")" —lickamujy poslinkiy infliuentiné matrica;

Gautas (2.90) ir (2.91) iSraiSkas jraSius j (2.84) ir atlikus atitinkamus
matematinius veiksmus, gaunama (2.87)—(2.89) uzdavinio modifikacija —
iSkilosios kvadratinés funkcijos ekstremumo uzdavinys neneigiamy vektoriy A

ortante:

Rasti max %XTG)EIDTX -2 (S, - ®S,)+1 ®H(F-A,S, ) +const @292

kai 2>0.
Cia

1 | _ _
const:EFT(AnDnA,f ) 1F+§SZ A'A,D ATYTA S, —-F'(A,D,ATY'A S,

— narys, kuris neturi jtakos uzdavinio (2.92) sprendimui ir esant optimaliam
sprendiniui tampa lygus nuliui.

Uzdaviniai (2.78), (2.82), (2.84)~(2.86), (2.87)~(2.89) arba (2.92) yra
netiesinio iSkilojo matematinio programavimo uzdaviniai, kuriy nezinomieji yra
vektoriai S, u,, ir A.

2.7. Stiprumo salygos sudétingo deformavimosi
baviui

Formuluojant tampriy plastiniy konstrukcijy analizés uzdavinius bei jy
matematinius modelius, vienas i$ svarbiausiy aspekty — stiprumo salygy
parinkimas. Nagrinéjant erdvines konstrukcijas kalbama apie sudétinga
deformacijy buvj. Tikslinga bty naudoti stiprumo salygas, kurios apimty ne tik
tempimo-gniuzdymo, bet lenkimus apie vieng ir kita konstrukcijos elemento asj.
Stiprumo salygos, esant sudétingam deformacijy buviui daznai apraSomos
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normatyviniuose dokumentuose, reglamentuojanciuose statybiniy konstrukcijy
projektavimg (ANSI/AISC 360-10).

/S N

: N

I y.J v.J
z 1,0 1,

2 B

<
<|=

MJWJ zp.J,
10 70 10 7O

Pp.J

’/ ’\‘:\“\
,{% i VAVVA\‘\\:\%:V

%7 mmﬁé“ﬁ
s AAYA VAVAVAVa)) ‘VA N

'AVAVJAW VJAV AWAV A' 2
2 Y
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-1,0 1,0

Y
S
R

Y. »J

-1,0)

2.8 pav. PlastiSkumo pavirsius pagal AISC-LRFD
Fig. 2.8. The yield surface by AISC-LRFD strength conditions
Sijiniy-koloniniy elementy plastinio stiprumo pavirsius pagal AISC-LRFD
(2.8 pav.) (Kim S.-E. et al. 2001; Aminmansour 2000; ANSI/AISC 360-10)
projektavimo norminius dokumentus uzrasomas taip:

N . M. . M. N M M.
1>—7 +§ A +8 =1 kai— >2 +2 =l
NYJ 9 Myp,f 9 M'P J NJ’J 9 M 9 M5P>f (2 93)
N M. . M. . N M M
1>—L 2 = i 2 2
ZNYJ MJ’PJ M5P,f NJ’J 9 M 9 M'P J

¢ia N; — konstrukcijos elementg veikianti asiné jéga j-ajame pjuvyje; N,; —
tempiamo ar gniuzdomo konstrukcijos elemento skerspjiivio skaiciuotiné ribiné
aSiné jéga j-ajame pjuvyje; M,, — konstrukcijos elementg veikiantis lenkimo
momentas apie profilio ,silpnaja“ asj j-ajame pjavyje; My ~fuWyp —
konstrukcijos elemento skerspjtivio skaiciuotinis ribinis lenkimo momentas apie
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,Silpngja™ asj j-ajame pjuvyje; M., — konstrukcijos elementa veikiantis lenkimo
momentas apie profilio ,stiprigja asj j-ajame pjuvyje; Mo, ~fuWop —
konstrukcijos elemento skerspjtivio skaiciuotinis ribinis lenkimo momentas apie
,stiprigja“ asj j-ajame pjavyje.

Visos auks¢iau paminétos ribinés jrazos nustatomos pagal konstrukcijy
projektavima reglamentuojancius normatyvinius dokumentus (ANSI/AISC 360-
10). Vietinis konstrukcijos stabilumas tikrinamas, kai gniuzdomieji elementai
apkrauti iki jy kritiniy jégy reikSmiy. Gniuzdomy elementy kritinés jrazy reikSmés
Siame darbe apskaic¢iuojamos pagal projektavimo normy reikalavimus. Eurocode
3 2006 normatyviniuose dokumentuose yra pateikiama tokia iSraiska:

A
Ny pa = 147, , (2.94)

4 Vil
¢ia Npra — skaiCiuotiné gniuzdomo elemento klupamoji galia; y — klupumo
koeficientas; A — konstrukcijos elemento skerspjiivio plotas; f, — konstrukcijos
medziagos stiprumo (takumo) riba; ym1 — dalinis koeficientas (laikomas lygus 1,0).

Klupumo koeficientas y pagal atitinkamg salyginj liaunj 4 apskai¢iuojamas
pagal formulg:

1

=,
@+ D> - 272

Sia c1>=0,5[1+a(Z —0,2)+Zz}; 7 =J4f,/N,, : Nor — tamprioji kritiné jéga,

bet y <1,0 (2.95)

apskaiciuojama pagal formule:
N, =z’EI/I} , (2.96)

¢ia E — konstrukcijos medziagos tamprumo modulis; / — konstrukcijos elemento
skerspjuvio inercijos momentas; /, — klumpamasis ilgis nagrin¢jamoje klupumo
plokstumoje, apskai¢iuojamas pagal formule:

I, =pl, 2.97)

¢ia p — skaiciuojamojo ilgio koeficientas, apskaiiuojamas pagal formules
pateiktas 2.2 lenteléje; / — konstrukcijos elemento ilgis.

Klupdymo koeficientai pagal (2.91) formule apskaiciuojami skaidant erdvinj
réma | ploks¢ius rémus ir atskirai nustatant koeficientus dviejose klupdymo
plokstumose.

Globalus, visos konstrukcijos, stabilumas tikrinamas skaiciuojant visos
konstrukcijos tangentinés standumo matricos determinanta pagal (2.1) lygti,
paskutiniame skaitinés realizacijos skaiiavimo etape. Jei determinanto reikSmeé
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tampa lygi nuliui — konstrukcija prarado bendra stabilumg. Tolimesni
skai¢iavimai néra vykdomi.

Sprendziant analizés uzdavinj yra naudojamos stiprumo saglygos (2.93).
Galimi du $iy salygy panaudojimo variantai. Pirmasis variantas — naudoti (2.93)
salygas, ju nekeiciant, analizés uzdavinio sprendimui pagal (2.77) arba (2.82)
formuluotes. Antrasis variantas — pakeisti stiprumo salygas, uZrasant jas
tiesinémis funkcijomis:

8 2 2

8 .
M, ;zc, P +§my,jMyyj +§M-'J’ kai ¢, ;P; ngyJMy +§M:,j’

(2.98)

2

1 . 2
M:pJ ZEC%J'PJ +my’jMy,j +M:J, kai cyyij <§my’jMy +6M-

EN L
Cia ¢y =M:p Py j; my=M:p, /M.

Panaudojus Sias iSraiSkas analizés uzdavinys gali biiti sprendziamas
naudojantis (2.84)—2.86), (2.87)—(2.89) ar (2.92) matematiniais modeliais.

Projektavimo normatyviniai dokumentai kaip matyti 2.8 paveiksle, pateikia
iStiesintas stiprumo salygas, kurios sglygoja didesnj konstrukcijy patikimuma, bet
mazina tiksluma aprasant konstrukcijos darbg bei tikrajj IDB. (Kim et al. 2001;
Chiorean et al. 2005) darbuose nagrinéjami konstrukcijy analizés uzdaviniai,
kuriuose naudojamos Orbison stiprumo salygos. Minéty autoriy atlikti tyrimai
rodo, kad Sios salygos tiksliau apraso konstrukcijy darba. Jy iSraiska uzrasoma:

1> L15n; +m> ; +m) ; +3,6Tnom2 ; +3,0n5m; , +4,65m! m . (2.99)

¢ia n=N/N,; m,=M,;/M,,; — elemento skerspjivio ploto “silpnoji” asis;
m- =M. ;/ M., ; — elemento skerspjuvio ploto “stiprioji” asis.
Orbison stiprumo salygy takumo pavirsius yra pateiktas 2.9 paveiksle.
Auksc¢iau minétos stiprumo salygos, apibréziancios sudétinga [DB, nevertina
sukimo jrazos. Tad sukimo stiprumo salyga turi buti vertinama atskirai.
Normatyviniai dokumentai (Eurocode 3 2006) sitilo sukimo stiprumo salyga
iSreiksti taip:

h31,0, (2.100)
TRd

cia Tpa yra skaiCiuotiné sukamojo momento reikSmé; 7Trs yra skaiCiuotiné
skerspjuivio sukamoji galia.
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2.9 pav. Plastiskumo pavirSius pagal Orbison (Kim S.-E. ef al. 2001)
stiprumo salygas
Fig. 2.9. The yield surface by Orbison (Kim S.-E. et al. 2001) strength
conditions
Konstrukcijos elemento sukamoji galia (Mkpun 2004; Trahair et al. 2008)
darbuose isreiskiama formule:

¢ia 7, yra takumo jtempis grynosios Slyties metu; W, yra atsparumo momentas
esant laisvam sukimui, apskai¢iuojamas pagal formule:
]t

W, =—1, (2.102)
1

max

¢ia I, yra sukimo konstanta; fm.x yra didziausias nagrinéjamo konstrukcijos
elemento skerspjuvio storis.
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2.8. Ekstreminio energinio principo naudojimo
pagrindimas

Geometriskai netiesiniy tampriy plastiniy konstrukcijy tikrojo IDB nustatymui
ekstreminio energinio principo apie minimalig papildomo deformavimo energija
taikymas yra grindziamas skaitiniu eksperimentu. Jis atliekamas su standziai
jtvirtinta galuose sija, apkrauta jéga F. Nagrinéjamos konstrukcijos diskretinis
modelis yra pateiktas 1.6 paveikslo a dalyje. Sijos geometriniai rodikliai:
skerspjiivio plotas 4=28,5 cm?; inercijos momentas /=1943 cm*; plastinis
atsparumo momentas W,=225 c¢m?; fiziniai parametrai: tamprumo modulis
E=206 GPa; takumo riba f,=550 MPa; ribinis lenkimo momentas
Moy=12375 kNcm; ribiné asiné jéga No=1567,5 kNcm.

Skai¢iavimams buvo pasirinktos stiprumo salygos skirtos plokséiy
konstrukcijy analizei (Atkocitinas et al. 2010):

{Mngo, -M ;< M,,
¢, N, +1/LI8M <M, ¢,N, -1/LI8M ; < M,

¢ia N, ir M, — skaiciuotinés jrazy reikSmés j—ajame pjuvyje; ¢;/=No,;/ Mo, — ribiniy
jrazy reikSmiy santykis.

Panagrinékime sijos tasko, kuriame pridéta jéga, vertikalaus poslinkio kitima
jégai F (2.10 pav. a) didéjant nuo nulio iki didZiausios reikSmes, kai visuose sijos
skai¢iuojamuosiuose pjuviuose atsiras plastinés deformacijos (plastiniai lankstai)
ir statiSkai neiSsprendziama sija taps statiskai iSsprendziama konstrukcija.

Sprendziami 3 uzdaviniai:

1. Tiesiné analizé panaudojant tampriy sprendiniy metoda.

2. Netiesiné analizé panaudojant tampriy sprendiniy metoda.

3. Tampri plastiné netiesiné analizé taikant matematinj modelj — (2.84)—
(2.86) arba (2.87)~2.89).

Visy trijy skai¢iavimy rezultatai yra pateikti 2.3 lenteléje.

Pirmieji du skai¢iavimai buvo atliekami trimis etapais-pakopomis, kurie yra
pateikti 2.10 paveiksle. Tampraus skaiciavimo tiesinés analizés etapai yra pateikti
2.10 paveikslo b, ¢ ir d dalyse, e dalyje pateiktas konstrukcijos diskretinis modelis
gaunamas po paskutinio skai¢iavimo etapo. Tampraus skai¢iavimo netiesinés
analizés etapai yra pateikti 2.10 paveikslo f, g ir /& dalyse, i dalyje pateiktas
konstrukcijos diskretinis modelis gaunamas po paskutinio skai¢iavimo etapo-
pakopos. Svarbu pazyméti, kad tampraus skaiciavimo tiesinés analizés metu
sprendziama eilé uzdaviniy didinant apkrova bei tikrinant plastiniy deformacijy
atsiradima skai¢iuojamuosiuose pjiviuose ir po kiekvieno etapo-pakopos
kei¢iamas diskretinis modelis, jvedant lanksta pjivyje, kuriame pasireiské
plastinés deformacijos. O tampraus skai¢iavimo netiesinés analizés metu, ne tik
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jvedamas lankstas, bet ir kei¢iama vidurinio mazgo koordinaté. Siy dviejy
skai¢iavimy salyginés lenkimo momenty diagramos po kiekvieno etapo pakopos
yra pateiktos j, k ir / dalyse.

a LF
; 5
L 6.0m % 40m®‘b

Tampraus skaiCiavimo tiesiné ~ Tampraus skai¢iavimo netiesine

analizé analizé J
b S
LF 1 iﬂ M; <M, M;5=M,
P s g ¢ I~ /OL
7 g v 7 4
k M <My
¢ AFq 8 AM >Mi<M, YMs=M,
i ! . 5 |AFy g = Vi pd

> My=M,
/

d YM=M

AF o 2M:=M
AM
e i > My=M,
Y u=urturtug
» . ~x

2.10 pav. Ploks¢ia sija ir jos skai¢iavimo etapai
Fig. 2.10. The two-dimensional beam and it’s calculation stages

Pirmieji du skaic¢iavimai buvo atliekami trimis etapais-pakopomis, kurie yra
pateikti 2.10 paveiksle. Tampraus skaiciavimo tiesinés analizés etapai yra pateikti
2.10 paveikslo b, ¢ ir d dalyse, e dalyje pateiktas konstrukcijos diskretinis modelis
gaunamas po paskutinio skai¢iavimo etapo. Tampraus skai¢iavimo netiesinés
analizés etapai yra pateikti 2.10 paveikslo f, g ir 4 dalyse, i dalyje pateiktas
konstrukcijos diskretinis modelis gaunamas po paskutinio skai¢iavimo etapo-
pakopos. Svarbu pazyméti, kad tampraus skaiciavimo tiesinés analizés metu
sprendziama eilé uzdaviniy didinant apkrova bei tikrinant plastiniy deformacijy
atsiradima skai¢iuojamuosiuose pjiviuose ir po kiekvieno etapo-pakopos
kei¢iamas diskretinis modelis, jvedant lanksta pjivyje, kuriame pasireiské
plastinés deformacijos. O tampraus skai¢iavimo netiesinés analizés metu, ne tik
jvedamas lankstas, bet ir kei¢iama vidurinio mazgo koordinaté. Siy dviejy
skai¢iavimy sglyginés lenkimo momenty diagramos po kiekvieno etapo pakopos
yra pateiktos j, k ir / dalyse.

Treciojo skai¢iavimo metu pasikeitimai diskretiniame modelyje néra sekami.
Tiesiog pasirenkamas apkrovos lygis ir atlickamos tampraus skaiciavimo
netiesiné ir tampri plastiné netiesiné analizés, kuriy rezultaty suma ir yra |DB
dydziai.
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Gauty rezultaty analizé leidzia teigti, kad treciasis, Siame darbe pasitlytas
tikrojo IDB nustatymo skaifiavimas, galiausiai duoda praktiskai identiskas
poslinkiy reikSmes toms, kurios gaunamos tampraus skai¢iavimo tiesinés ir
netiesinés analiziy metu. Gaunama kritiné apkrovos reikSmé (kuriai esant
pasireiskia plastinés deformacijos trijuose skaic¢iuojamuosiuose pjiiviuose) yra
mazesné ir tai galima vertinti, kaip tam tikra atsargg vertinant konstrukcijos
stipruma. Tokiu biidu, metodika pasirinkta realiam konstrukcijos DB nustatyti,
turi tam tikrus privalumus:

1. Vykdant konstrukcijos analiz¢ ir norint nustatyti tikrajj deformuotajj
biivj, nereikia sekti plastiniy lanksty susidarymo bei keisti pradinio
diskretinio modelio. Skaiciavimas atliekamas per vieng zingsnj;

2. Apskaiciuoti konstrukcijos poslinkiai yra tokie patys, ribiné apkrovos
reikSmé gaunama su tam tikra atsarga.

Reziumuojant galima teigti, kad vykdant optimizavimo uzdavinio iteracinio

skai¢iavimo procesa, tikram ]DB nustatyti tikslinga naudoti apraSyta tampriy
plastiniy konstrukcijy analize.

2.9. Analizés uzdavinio skaitiné realizacija

Auksciau esanc¢iame skyriuje atliktas skaitinis eksperimentas yra daugiau
analitinio pobiidzio, labiau jrodantis pasirinkto ekstreminio energinio principo
efektyvuma, lyginant su Kkitais skai¢iavimo principus. Geriausiai principo
efektyvuma ir rezultaty patikimuma parodyty realios konstrukcijos analizé bei jos
rezultaty palyginimas su natiiriniais bandymais. Tam buvo pasirinkta dviejy
auksty erdviné réminé konstrukcija, kuri buvo isstudijuota darbuose: Kim and
Kang (2002), Kim et al. (2003) (Siuose darbuose yra bandoma reali réminé
konstrukcija) Kim, Lee (2002) (Siame darbe pateikta to paties rémo diskretinio
modelio, sumodeliuoto ABAQUS programos aplinkoje, analiz¢).

Konstrukcijos elementai modeliuojami i§ H150x150x7x10 tipo plieno
profiliuo¢iy. Rémo gabaritiniai matmenys yra pateikti 2.11 paveiksle — plotis X
asies kryptimi 2,5 m, ilgis y aSies kryptimi 3,0 m, aukstis nuo kolonos elementy
atramy iki antro auksto grindy 1,76 m ir aukstis nuo antro auksto grindy iki stogo
2,2 m. Visi elementy skerspjivio ploty geometriniai ir fiziniai parametrai yra
pastoviis visame konstrukcijos elemento ilgyje. Visy konstrukcijos elementy
takumo (stiprumo) riba yra 320 MPa, tamprumo modulis 221 GPa ir Slyties
modulis 85 GPa. Yra nagringjami trys skirtingi konstrukcijos modelio apkrovimo
variantai, kurie yra pateikti 2.4 lenteléje.
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2.11 pav. Erdvinio dviejy auks$ty rémo diskretinis modelis (a — vaizdas i$
virSaus; b — erdvinis vaizdas)
Fig. 2.11. A discrete model of the two-story three-dimensional frame (a —
the plane view; b — the three-dimensional view)

2.4 lentelé. Analizuojamo rémo apkrovimo variantai
Table 2.4 Load cases of the analysed frame

Apkrovos Vertikali Horizontali apkrova | Horizontali apkrova
variantas apkrova H; H,

1 P P/5 P/10

2 P P/4 P/8

3 P P/3 P/6

® Plastinis
lankstas

2.12 pav. Dviejy auk$ty rémo deformuotas vaizdas veikiant pirmo apkrovos
varianto ribinei reikSmei

Fig. 2.12. The shape of the deformed two-story three-dimensional frame under the
ultimate load of the first load case
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2.13 pav. Apkrovos poslinkio kreivés A ir B mazgams pirmojo apkrovos
varianto (a) ir (b) ir antrojo apkrovos varianto (c) ir (d) atveju
Fig. 2.13. Node A and B load-displacement curves under the first load case
((2) and (b) properly) and under the second load case ((c) and d) properly)
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2.14 pav. Apkrovos poslinkio kreivés A ir B mazgams tre¢iojo apkrovos
varianto (a) ir (b) atveju

Fig. 2.14. Nodes A and B load-displacement curves under the third load
case (a) and b) properly)

Kiekvienam apkrovos variantui buvo atlikta po du skai¢iavimus. Pirmasis
skai¢iavimas buvo atliekamas taikant Orbison stiprumo (takumo) salygas (2.99),
antrasis skai¢iavimas buvo atliekamas taikant AISC-LRFD normatyvinio
dokumento stiprumo (takumo) salygas (2.93) arba (2.98). Gauti dviejy auksty
analizés rezultatai buvo palyginti su rezultatais gautais Kim, Lee (2002) darbe.
Plastiniy lanksty susidarymo eiliSkumas ir deformuoto rémo vaizdas veikiant
ribiniai apkrovai yra pateikti 2.12 paveiksle. Plastiniai lankstai i§ pradziy susidaro
kolony elementuose esanciuose ,,1“ aSyje, prie atramy. Apkrovai didéjant
plastiniai lankstai atsiranda Siy elementy virSuje. Toliau plastiniai lankstai tokiu
paciu eiliSkumu susidaro kolonose esanciose asyje ,,2. Kadangi horizontalios
apkrovos néra simetrinés, elementuose susidaro sukimo jrazos ir pirmo auksto
kolony elementai susisuka. Plastiniy lanksty susidarymo eiliskumas priklausomai
nuo veikian¢iosios apkrovos didumo yra pateiktas 2.5 lenteléje. Cia duomenys yra
pateikti pirmajam apkrovos variantui, pasirinkus ribing P reikSme, kuri yra lygi
675 kN. Tasky 4 ir B apkrovy-poslinkiy kreivés visiems apkrovos variantams yra
parodytos 2.13 ir 2.14 paveiksluose.

Skaitinio eksperimento rezultatai parodé, kad rezultatai, gaunami taikant
Orbison stiprumo (takumo) salygas (2.99), yra artimesni duomenims gautiems
(Kim and Lee 2002) darbe. Didesnis nuokrypis buvo gautas, kai buvo taikomos
AISC-LRFD normatyvinio dokumento stiprumo (takumo) salygos (2.93) arba
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(2.98). Sios salygos yra grieztesnés ir konservatyvesnés nei Orbison stiprumo
(takumo) salygos. Tai galima paaiskinti tuo, kad AISC-LRFD yra projektavima
reglamentuojantis normatyvinis dokumentas. Tokiuose dokumentuose dazniausia
priimama, kad konstrukcija dirba tampraus darbo ribose, kas uztikrina uzsiduota
atsargos dydj. Apkrovy-poslinkiy diagramy charakteriai ir jy palyginimas leidzia
daryti iSvada, kad pagal konstrukcijos darbo duomenis, kurie gauti pagal auksciau
apraSytus tampriy plastiniy geometriskai netiesiniy rémy analizés matematinius
modelius, gaunami rezultatai yra labai artimi anksciau kity autoriy atlikty darby
rezultatams.

2.5 lentelé. Dviejy auksty rémo plastiniy lanksty susidaryma atitinkanciy apkrovos
faktoriy palyginimas

Table 2.5. A comparison of plastic hinge load ratios for a two-story three-
dimensional frame

Lanksty
formavimosi 1 2 3 4 5 6 7 8
eiliSkumas
Apkrovos
faktorius 0,423 | 0,432 | 0,514 | 0,530 | 0,543 | 0,562 | 0,666 | 0,681
(AISC-LRFD)
Apkrovos
faktorius 0,740 | 0,754 | 0,822 | 0,889 | 0,918 | 0,943 | 0,945 | 0,965
(Orbison)

Ribiniy apkrovy reik$miy skai¢iavimy rezultatai yra pateikti 2.6 lenteléje.
Skirtumas tarp analizés uzdavinio skai¢iavimo taikant Orbisono stiprumo
(takumo) salygas ir (Kim and Lee 2002) darbe pateikty rezultaty sudaré nuo
13,5 % iki 21,5 %. Taikant AISC-LRFD normatyviniy dokumenty stiprumo
(takumo) salygas — nuo 36,8 % iki 41,1 %. Tokie rezultaty skirtumai susidaré dél
to, kad (Kim et al. 2002) darbe yra labai tiksliai jvertinti visi nagrinéjamy plieno
profiliy geometrijos netikslumai ir fiziniy parametry skirtumai. Pavyzdziui,
takumo ribos vertikaliems elementams (Kim and Lee 2002) darbe yra pasirinktos
tokios: skerspjiivio lentyny — 320 MPa, sienelés — 311 MPa. Horizontaliems
elementams: lentynoms — 344 MPa, sieneléms 327 MPa. Siame darbe pasirinktas
idealizuotas konstrukcijos diskretinis modelis. Plieno profiliy geometriniai ir
fiziniai parametrai iSlieka pastovis per visa konstrukcijos elemento ilgj.

Pasirinktos konstrukcijos tampri plastiné analizé buvo atlikta pritaikius
kompiuterinio matematinio skai¢iavimo komplekso MATLAB optimizavimo
uzdaviniy skaic¢iavimy paprograme Optimization Toolbox. Skaitinio eksperimento
komandinés bylos tekstas, sudarytas pagal MATLAB programavimo kalbos
désningumus, yra pateiktas C priede.
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2.6. lentelé. Jégy ribinés reikSmes 4 ir B mazguose
Table 2.6. The limit forces values at 4 and B nodes

(Kim, Lee 2002) darbo rezultaty Sitilomo matematinio modelio
duomenys skai¢iavimy rezultaty duomenys
50 AISC-
N Realios ABAQUS Orbison stiprumo LRFD
= konstrukcijos skai¢iavimo tak I stiprumo
bandymas rezultatai (takumo) salygos (takumo)
salygos
I apkrovos variantas
A 151,8 kN 151,5 kN 130,0 kN 95,0 kN
B 75,1 KN 75,7 kKN 65,0 kKN 47,5 kN
11 apkrovos variantas
A 169,5 kN 171,9 kKN 144,5 kN 106,8 kN
B 84,7 kKN 85,8 kKN 73,0 KN 53,4 kN
111 apkrovos variantas
A 204,0 kN 198,1 kKN 160,0 kN 120,0 kN
B 99,1 kN 101,9 kN 80,0 kN 60,0 kN

2.10. Antrojo skyriaus iSvados

1. Jrodyta, kad matematinio programavimo teorijos ir mechanikos
ekstreminiy energiniy principy junginys yra efektyvus nustatant tikrajj JDB. Sio
modelio realizavimas suvedamas | vienintelio ekstremumo suradima
nenagrinéjant plastiniy lanksty susidarymo bei pradinio diskretinio modelio
geometrijos pasikeitimy.

2. Apskaiéiuotas sijos jlinkis panaudojant sukurta analizés uzdavinio
matematinj modelj yra lygus 18,56 cm ir sutampa su etapiniu daug pastangy
reikalaujan¢iu metodu. Tuo tarpu gauta ribinés apkrovos reiksmé yra 9 % didesné.

3. Gautieji geometriskai netiesinés netamprios plastinés erdvinés
konstrukcijos jrazy ir poslinkiy rezultatai palyginti su rezultatais gautais
ABAQUS konstrukcijy analizés programa ir su eksperimentiniais realios
konstrukcijos bandymo rezultatais. Taikant AISC-LRFD normatyviniy
dokumenty reglamentuojamas stiprumo salygas konstrukcijy analizei, ribinés
apkrovos reikSmés nuokrypis nuo reikSmiy gauty konstrukcija modeliuojant
ABAQUS programa bei atlikus realios konstrukcijos eksperimentinj bandyma,
sudaré iki 41 %, o taikant Orbison stiprumo (takumo) salygas, nuokrypis sudaré
apie 21 %. Todél tolimesniems skaiCiavimams buvo pasirenkamos Orbison
stiprumo salygos.






Konstrukcijy optimizavimo
uzdavinys ribojant poslinkius

Skyriuje pateiktas pasitlyto algoritmo treciasis skaiciavimas-pakopa —
konstrukcijos elementy skerspjuviy ploty optimizavimo uzdavinys ribojant
poslinkius. Pristatoma originali metodika tikryjy konstrukcijos poslinkiy
apskaiCiavimui. Pateikti skaiCiavimai, kurie turi buti atlikti siekiant, kad
konstrukcijos optimizavimo matematinio modelio panaudojimas biity efektyvus,
o gauty rezultaty konvergencija tiksli ir greita. Pateikiamas detalus pirmajame
skyriuje pasitlyto algoritmo vaizdas. Siilomy metodiky efektyvumas
pagrindziamas skaitinio eksperimento rezultatais.

Skyriaus tematika paskelbtas vienas straipsnis (Popov et al. 2013). Rezultatai
buvo pristatyti dvejose tarptautinése mokslinése konferencijose — ,,Optimization
and Analysis of Structures® 2011 m. Tartu, Estijoje, bei ,,3a0auu u memoosi
KOMNBbIOMEPHO20 MOOCTUPOBAHUSL KOHCIPYKYUL U coopyaiceHuti* (,, 3010mogckue
ymenus ') vykusioje 2013 m. Maskvoje, Rusijoje.
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3.1. Optimizavimo uzdavinio ribojant poslinkius
matematinis modelis

Konstrukeijos optimizavimo uzdavinys ribojant poslinkius sprendziamas atlikus
dviejy pirmyjy sitilomo optimizavimo algoritmo pakopy, pristatyty antrajame
skyriuje, skai¢iavimus. Kitaip tariant, turint pilng informacijg apie konstrukcijos
tikrajj DB, veikiant pasirinktai apkrovai.

Konstrukeijy optimizavimo uzdavinio ribojant poslinkius bendras
matematinis modelis uzrasomas tokia iSraiska:

Rasti min ¥V (4;), 3.1)
kai f(S.8)(4,)) <L (3.2)
u, Su,(Ak)Su;r, 3.3)

A, =AM (3.4)

t=12,...m,k=12,.,s,

¢ia V — bendras suminis konstrukcijos elementy sudaromas tiris; Ar —
konstrukcijos k-osios grupés elementy skerspjuvio plotas; #, — skaiéiuotinis
konstrukcijos mazgo poslinkis #-aja kryptimi; u», ir u — skaiCiuotinés

min __

konstrukcijos mazgo poslinkio #-aja kryptimi apatiné ir virSutiné riba; A4,
konstrukcijos k-osios grupés elementy skerspjiivio ploto apatiné riba; m; —
ribojamy poslinkiy skaicius; s — konstrukcijos elementy skerspjuviy grupiy
skaiCius.

Optimizavimo uzdavinys (3.1)~(3.4) yra iskilas netiesinio matematinio
programavimo uzdavinys, turintis tik vieng ekstremuma (Karkauskas ez al. 2009).

Galimi leistinos projektavimo srities bei sprendimo atvejai, kai yra du
optimizuojami parametrai bei stiprumo salygos, iSreikstos tiesinémis funkcijomis
(pavyzdziui (2.93)), yra parodyti 3.1 ir 3.2 paveiksluose (Karkauskas et al. 2004).

3.1 paveiksle pavaizduotas optimalus sprendinys, kai poslinkiy ribojimo
salyga yra neaktyvi. Leistinyjy sprendiniy sritis yra tiesiné. Optimizacija
apsprendzia konstrukcijos elementy stiprumo arba stabilumo salygos.

3.2 paveiksle pavaizduota leistiny sprendimy sritis, sudaryta ne vien tik i$
stiprumo arba stabilumo salygy, bet taip pat ir i$ poslinkiy ribojimo salygy, kurios
yra netiesinés. Siuo atveju bent viena stiprumo salyga ir poslinkiy apribojimy
salyga optimalaus sprendinio taske turi biiti patenkinta kaip lygybé.
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3.1 pav. Optimizavimo uzdavinio leistiny sprendiniy sritis apribota tiesémis
Fig. 3.1. The optimization problem feasible solutions’ area bounded by
lines
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3.2 pav. Optimizavimo uzdavinio leistiny sprendiniy sritis yra netiesiné
Fig. 3.2. The optimization problem feasible solutions’ area is nonlinear
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Matematiniame modelyje (3.1)~(3.4) salygos (3.2) yra stiprumo salygos,
kurios yra placiai aptartos 2 skyriuje.

Efektyviam optimizavimo uzdavinio (3.1)-(3.4) matematinio modelio
panaudojimui ir siekiant gauti greita sprendimo konvergencija turi buti atlikti
keturi svarbiis paruoSiamieji skai€¢iavimai. Jie aprasomi tolesniuose disertacinio
darbo skyriuose. Sios konvergencijos metodikos buvo sékmingai pritaikytos
skai¢iuojant plokscias geometriskai tiesines konstrukcijas, pritaikymo rezultatai
pladiai apzvelgti Atkogitinas et al. 2010 darbe. Sios metodikos taikytinos ir
netiesiniy skai¢iavimy atveju.

3.2. Konstrukciniy apribojimy parinkimas

Pirmasis i$ aukséiau paminéty skaiiavimy — konstrukciniy apribojimy (3.4)
skerspjiiviy ploty apatiniy riby 4™" parinkimas. Tai galima padaryti i$sprendus
konstrukcijos optimizavimo uZzdavinj plastiSkosios suirties etape, kurio
matematinis modelis uzrasomas taip:

Rasti V(A,Tm ) —> min,
A,S, =F-AS,,

AM >0, k=1,2,...,s.

Sis uzdavinys sprendziamas iteraciniu biidu. Sprendimo algoritmas yra
pateiktas 3.3 paveiksle. (3.1)«(3.4) uzdavinio sprendimui, (3.5) uzdavinio
rezultatas yra taikomas, padauginus jj i§ koeficiento 1,01, kitaip tariant paimamos
optimizuojamy parametry (Siuo atveju konstrukcijos elementy skerspjtiviy ploty)
reikSmés pries pat konstrukcijos plastinj suirima.

3.3. Poslinkiy kitimo riby parinkimas

Sekantis svarbus skaic¢iavimas, kuris turi biiti atliktas pries sprendziant (3.1)—~(3.4)

t
u,; riby nustatymas. Cia sprendziama keletas uzdaviniy, sujungianciy 1 ir 2

optimizavimo uzdavinj yra poslinkiy (3.3) apribojimy apatiniy 5 ir virSutiniy
sitilomo optimizavimo algoritmo sprendimo pakopas (placiai pristatytas 2
skyriuje). Panaudojant (3.5) optimizavimo uZdavinio rezultatga — A/im'“ ir

redukuota apkrovos vektoriy F=y  F, (Cia yes yra apkrovos redukcijos
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koeficientas, artimas vienetui, bet ne didesnis) yra nustatomos poslinkiy vir§utinés
apribojimy ribos umax=u.+u,, konstrukcijai esant pries pat plastinj suirima:

+

upookaiu,, >0,arbau, kaiu,, <O0. (3.6)

‘ Geometriniy ir fiziniy parametry jvestis ‘

Parenkamos pradinés skerspjaviy ploty reikSmés
Ay

min _
Ak, pradiniai — Ak

Nustatomi skerspjtviy ploty geometriniai
parametrai

v

Sprendziamas tampraus skaiCiavimo netiesinés
analizés uzdavinys (2.1)

\ 4

Nustatomi klupdymo koeficientai y pagal (2.95) ‘

Nustatomi kritinés bei ribines asinés jégos ir
ribiniai lenkimo momentai

v

Sudaromos (2.93) arba (2.99) ir (2.100) stiprumo
salygos

v

Sprendziamas iskilas netiesinio matematinio
programavimo uzdavinys (3.5)

v

Nustatomi nauji skerspjaviy plotai
Amm

'k, nauji

k,nauji

min

=4

k, pradinai

min

A

»
'

///T.k . .
Taip ikrinama:
L min Amin
k,nauji — “'k, pradiniai
\\ ////
I Ne

‘ Rezultaty analize ‘

—_

\

| o
—

>eps?

3.3 pav. Konstrukcijos optimizavimo plasti§kos suirties metu uzdavinio
sprendimo algoritmas
Fig. 3.3. The optimization problem of structure being prior to plastic
collapse solution algorithm
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Toliau apskaiciuojami poslinkiai, kai konstrukcijoje susidaro pirmasis
plastinis lankstas. Sie poslinkiai gaunami mazinant apkrovos redukcijos
koeficientg ir sprendziant 1 ir 2 sitilomo optimizavimo algoritmo sprendimo
pakopy uzdavinius. Gautos reikSmés yra apatinés poslinkiy apribojimy reikSmes.
umin=u.tu, yra poslinkiai atitinkantys tampryjj atsaka:

+

Ui Kaiu, > 0,arba u;,  kaiu,;, <O0. 3.7

min >
Svarbu paminéti, kad (3.1)—(3.4) optimizavimo uzdaviniui parinkti poslinkiy
apribojimy salygu dydziai 4

; ir g turi patekti tarp Siy ribiniy reikSmiy:

+ + +
~<u <u
min max * (38)

kaiu™ <0, taiu;, >u” >wu .

kaiu® > 0,taiu

Tokiu budu nustatyti poslinkiy apribojimai uztikrina konstrukcijos darba,
esant tampriai plastinei biisenai ir optimizacija atlickama pagal (3.1)—(3.4). Jei Sie
apribojimai yra pazeisti, optimizavimo uzdavinys neturi sprendinio.

3.4. Optimizavimo uzdavinio ribojant poslinkius
pradinio tasko parinkimas

Treciasis auk$¢iau minétas skai¢iavimas yra pradiniy skerspjiviy ploty dydziy
parinkimas optimizavimo uzdaviniui (3.1)~(3.4). Cia sprendziama keletas
uzdaviniy, apjungianéiy pirma ir antrg siilomo optimizavimo algoritmo
sprendimo pakopas (pladiai pristatytas 2 skyriuje), tokiu biidu kei€iamos Ak siar
reik8més, kol galiausiai gautos poslinkiy reikSmés yra didesnés uz tampraus
atsako poslinkius ir mazesnés uz poslinkius konstrukcijai esant pries pat plastinj
suirima, tai yra turi tenkinti Sias nelygybes:

+ +
min su S“max’ (39)

kaiu <0, taiu;, 2u>u,,,.

kaiu > 0,taiu

3.5. Poslinkiy skai€iavimas

Ketvirtasis skaiiavimas — tai nustatyti tikryjy poslinkiy, priklausanciy nuo
optimizuojamy parametry — konstrukcijy elementy skerspjiviy ploty, reikSmes
(3.3) poslinkiy apribojimams. Sie poslinkiai yra nustatomi iteracinio skai¢iavimo
metu naudojant rezultatus gautus pirmy dviejy pakopy-uzdaviniy sprendimo
metu. Konstrukceijos poslinkiai 7-gja kryptimi apskaiciuojami pagal formule:
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s -
UEDIL LTS (3.10)

k=1
¢ia u.; yra k-ojo elemento mazginiy tasky tikryjy globaliy poslinkiy vektorius #-
aja kryptimi, gautas atlikus tampraus skai¢iavimo netiesinés analizés (2.1) ir
geometris$kai netiesiniy tampriy plastiniy konstrukcijy analizés ((2.77) arba

(2.82)) uzdaviniy skai¢iavimus; k, , yra elemento tangentiné standumo matrica,
jungianti ieSkomus skerspjuviy plotus A4, ; u,, yra k-ojo elemento globaliyjy

poslinkiy vektorius, apskaiCiuotas nuo vienetinés jégos, pridétos ribojamo
poslinkio kryptimi.

Svarbu paminéti, kad (3.10) konstrukcijos globaliné standumo matrica
sudaroma i3 atskiry baigtiniy elementy tangentiniy standumo matricy k., ,

jvertinus visus pradinés konstrukcijos pasikeitimus pagal tikrajj IDB nuo
pasirinktos apkrovos (keic¢iamas konstrukcijos diskretinis modelis, papildant jj
susidariusiais plastiniais lankstais, bei kei¢iamos pradinés konstrukcijos mazgy
koordinates). Poslinkiy vektorius u,, apskaiCiuojamas, jvertinus visus auksciau

minétus pasikeitimus konstrukcijoje pagal tikraji IDB. Tokiu boidu aprasyta
tikryjy poslinkiy nustatymo procediira leidzia (3.10) formulés desingje puséje,
pagrindinius uzdavinio (3.1)«(3.4) nezinomuosius A; iSskirti kaip atskirus
daugiklius.

3.6. Optimizavimo uzdavinio sprendimo ispléstinis
algoritmas

Sujungiant visus auksCiau aptartus skai¢iavimus sililomas optimizavimo
uzdavinio (1.7) sprendimo algoritmas, pavaizduotas 1.3 paveiksle, gali buti
iSpléstas, kaip tai yra parodyta 3.4 paveiksle.

3.7. Skaitiné realizacija

Optimizavimo uzdavinio skai¢iavimui sukurto algoritmo (3.4 pav.) galimybes
atskleisime optimizuodami S$eSiy auksty erdvinio plieninio rémo, pateikto 3.5
paveiksle, strypy skerspjliviy parametrus.

Nagrinéjamo rémo geometrija, pridéty vertikaliy ir horizontaliy jégy
pasiskirstymas yra pateiktas 3.5 paveiksle: V1=64,229 kN, V>=128,457 kN ir
H1=53,376 kN. Konstrukcijos elementy skerspjiviy plotai yra suskirstyti j 6
grupes (3.5 pav.). Visy trijy pirmy auksty kampiniy kolony skerspjiivio plotas yra
Ay
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Geometriniy ir fiziniy parametry jvestis

‘ Nustatomos skerspjiviy ploty apatinés ribos 4 ,?‘i“(3.5) ‘

Nustatomos poslinkiy apatines Uy, ir virSutings up,x ribos tenkinancios (3.6),
(3.7)ir (3.8)

v

Optimizacijos uzdavinio pradinio tasko Ay . tenkinancio (3.9) parinkimas ‘

Pasiruo$imo pakopa

\ 4
‘ Nustatomi skerspjuviy ploty geometriniai parametrai ‘

»

Ak. new:Ak start

‘ Sprendziamas tampraus skai¢iavimo netiesings analizes uzdavinys (2.1) ‘

I pakopa

Y
‘ Nustatomi klupdymo koeficientai y pagal (2.95) ‘

‘ Nustatomi kritinés bei ribinés asinés jégos ir ribiniai lenkimo momentai ‘

‘ Sudaromos (2.93) arba (2.99) ir (2.100) stiprumo salygos ‘

‘ Sprendziamas netiesinio matematinio programavimo uzdavinys (2.77) ‘

v

‘ Nustatomos liekamosios jrazos S, ir poslinkiai u, ‘

1T pakopa

Y
‘ Sudaromos (2.93) arba (2.99) ir (2.100) stiprumo salygos ‘

‘ Apskaiciuojami tikrieji konstrukcijos poslinkiai pagal (3.10)

Sprendziamas iskilas netiesinio matematinio programavimo uzdavinys (3.1)—

(3.4)

v

Nustatomi nauji skerspjaviy plotai A yew

Tikrinama:

\—\,,\| f! k, new_A k, sta¢1| >e, pé‘?'xlio,,/f/—

111 pakopa

v Ne

‘ Rezultaty analize

3.4 pav. Sitilomo optimizavimo uzdavinio sprendimo i$pléstinis algoritmas
Fig. 3.4. The extensive suggesting solution algorithm of optimization problem
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3.5 pav. Sesiy auksty erdvinis rémas
Fig. 3.5. The six-story three-dimensional frame

Visy sijy esanciy ,,2* asyje skerspjiivio plotas yra 4> . Ketvirto, penkto ir Sesto
auksty kampiniy kolony skerspjuvio plotas yra 43. Visy trijy pirmy auksty kolony
esanciy ,,2“ asyje skerspjivio plotas yra A4s. Visy sijy lygiagreciy ,.x aSiai
skerspjiivio plotas yra As. Visy krastiniy sijy lygiagreciy ,.z* aSiai skerspjiivio
plotas yra 4¢.Nagrinéjamo rémo geometrija, pridéty vertikaliy ir horizontaliy jégy
pasiskirstymas yra pateiktas 3.5 paveiksle: V1=64,229 kN, V,=128,457 kN ir
H=53,376 kN. Konstrukcijos elementy skerspjuviy plotai yra suskirstyti j 6
grupes (3.5 pav.). Visy trijy pirmy auksty kampiniy kolony skerspjiivio plotas yra
Ar. Visy sijy esanciy ,,2* asyje skerspjiivio plotas yra 4, . Ketvirto, penkto ir Sesto
auksty kampiniy kolony skerspjuvio plotas yra 43. Visy trijy pirmy auksty kolony
esanciy ,,2“ asSyje skerspjiuvio plotas yra A4s. Visy sijy lygiagreciy ,.x aSiai
skerspjuivio plotas yra As. Visy krastiniy sijy lygiagreéiy ,,z* aSiai skerspjiivio
plotas yra As.
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Mazgo ,,A“ (3.5 pav.) poslinkis teigiama x aSies kryptimi neturi virSyti 19 cm
bei mazgo ,,B“ (3.5 pav.) poslinkis neigiama y aSies kryptimi neturi virSyti —
5,5 cm.

Rémo medziagos (plieno) fiziniai parametrai — takumo riba £,=250 MPa,
tamprumo modulis £=206,85 GPa.

Rémo diskretinj modelj, pateikta 3.5 paveiksle, sudaro 69 mazgai, turintys
378 laisvumo laipsnius, ir dviejy tipy elementai — 30 kolony tipo elementy ir 66
sijinio tipo elementai. Visi elementai konstrukcijoje yra vertinami kaip tempiami,
gniuzdomi, sukami bei lenkiami dvejose aSyse. Tokiu bidu, bendras jrazy
skaicius yra 576.

3.1 lentelé. ,,W* tipo profiliy geometriniy rodikliy santykio koeficientai
Table 3.1. Relation coefficients of geometrical parameters for W profiles

Skerspjiivio
geometriniai Koeficientas a Koeficientas b
rodikliai
1, 5,0783 1,8281
I 0,5567 1,7919
I 0,0025 2,2255
Wiy 2,1162 1,4142
Wpl,z 0,4960 1,4101
4 0,0302 1,5856
Wey 1,9757 1,4015
We.: 0,3239 1,4078

Sitlomo optimizavimo algoritmo skaitinei realizacijai reikalingas santykis
tarp elementy skerspjiivio ploto ir kity elementy skerspjuviy geometriniy
parametry (Atkocitinas ef al. 2010):

Z, =aAd, (3.11)

¢ia Z;y — konstrukcijos k-osios grupés elementy skerspjiviy geometrinis
parametras (inercijos momentas, plastinis atsparumo momentas ir pan.); a ir b yra
santykio koeficientai.

Rémas yra projektuojamas i§ ,,W* tipo dvitéjiy profiliuociy, atitinkanciy
Amerikos standarta (ASTM Standard A6/A6M). Siy profiliuogiy geometriniy
parametry santykiy koeficientai, apskai¢iuoti pagal (3.11) formule, yra pateikti
3.1. lenteléje.

Trumpai aptarsime optimizuojamo rémo konstrukcijos deformatyvumo
apribojimus. Optimizuojamy parametry — skerspjiiviy ploty — apatines ribas
gauname rémo optimizavimo prie plastinio suirimo uzdavinio (3.5) sprendinio.
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3.2 lentelé. Sesiy auksty erdvinio rémo optimizavimo prie konstrukcijos plastinio
suirimo uzdavinio rezultatai

Table 3.2. Six story space frame optimization prior to structure‘s plastic collapse
problem results

Iteracija | Az, cm’ Az, cm? As, cm?® Ay, cm?® As, cm? As, cm® V, m?
0 100,0000 | 100,0000 | 100,0000 | 100,0000 | 100,0000 | 100,000 | 3,51168
1 113,2130 | 120,9100 | 69,6722 | 1283110 | 30,2495 | 112,9014 | 2,7569
2 145,3833 | 112,4464 | 82,7808 | 165,2700 | 29,7222 | 104,4194 | 2,9368
5 136,9136 | 112,5021 | 95,2354 | 154,8109 | 29,4146 | 105,5109 | 2,9347
6 135,2542 | 112,5077 | 96,5649 | 153,6516 | 29,4167 | 105,7227 | 2,9322
7 135,8320 | 112,4600 | 96,7482 | 153,9854 | 29,4263 | 105,5612 | 2,9351

Rezultatas, pagal pasirinktg 0,1 % optimalumo kriterijaus tiksluma, buvo
pasiektas po 7 iteracijy. Skerspjuviy reikSmiy kitimo dinamika ir galutinis
rezultatas yra pateikti 3.2 lenteléje. Esant konstrukcijos elementy skerspjiviy
ploty reikSméms pateiktoms eilutéje pazymétoje numeriu ,,7° ir apkrovos
redukcijos faktoriui y,.,=0,99 yra sprendziamos siiilomo optimizavimo uzdavinio
sprendimo algoritmo dvi pirmosios pakopos ir nustatomos rémo poslinkiy
virSutinés ribos (poslinkiy dydziai, kai prasideda konstrukcijos plastinis irimas):

tasko ,,A" horizontalus poslinkis x aSies teigiama kryptimi (3.5 pav.)

Uy ymax = Uedx T Uy, =17,7310+5,3355=23,0665 cm,
tasko ,,B“ vertikalus poslinkis y asies neigiama kryptimi (3.5 pav.)
Uy max =Uepy +U,p, =—4.8489-2,0112=-6,8601 cm.

Sumazine apkrovos faktoriy y..,=0,8 ir iSsprende siilomo optimizavimo
uzdavinio sprendimo algoritmo dvi pirmasias pakopas, nustatome poslinkiy
reikSmes, atitinkancias rémo pirmojo plastiskojo lanksto susidaryma:

Uy min = U 45+ 45 =14,1062+0,1946 =14,3008 cm,
Ug y min = Uy + .5, =—3,8614-0,0087 =-3,8701 cm.

Tai yra rémo poslinkiy kitimo apatinés ribos. Taigi uzdavinio salygose
priimtos mazgy poslinkiy kitimo ribos yra tarp $iy krastiniy riby:

14,3008cm <u 4, =19cm < 23,0665 cm,
-3,870Icm < ug, ==5,5cm< —6,8601 cm,

ir tai uztikrina konstrukcijos tampry-plastinj darba.
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3.3 lentelé. Sesiy auksty erdvinio rémo optimizavimo uzdavinio sprendimas
naudojant sitiloma algoritma

Table 3.3. The Six-story three-dimensional frame optimization problem solution
by suggesting algorithm

Iteracija | 4., cm® Az, cm? A3, cm? Ay, cm? As, cm? As, cm? V, m?
0 142,6236 | 134,7665 | 104,2538 | 161,6846 | 36,8370 | 152,0807 | 3,5166
1 142,6236 | 113,5846 | 100,4277 | 161,6846 | 33,1045 | 106,6168 | 3,0583
2 157,5593 | 2223721 | 138,6120 | 161,6846 | 32,8155 | 176,6903 | 4,2266
5 155,4948 | 113,5846 | 103,4990 | 161,6846 | 32,8614 | 132,7849 | 3,2974
6 155,4948 | 113,5846 | 103,4990 | 161,6846 | 32,6026 | 106,6168 | 3,1217
7 155,4948 | 113,5846 | 103,4990 | 161,6846 | 32,5632 | 128,3795 | 3,2645
a(/K;n(;Oelt) WI12x87 | WI12x87 | WI10x60 | W12x120 | WI12x26 | WI12x53
165,1 165,1 1141 2277 49 41 100,5 3,7625

Optimizavimo iteracijy procesui parinktos pradinés elementy skerspjiiviy
ploty reiksmés yra 5 % didesnés uz skerspjiviy ploty reikSmes, gautas
konstrukcijai pasiekus plastinj suirima. Skerspjuiviy ploty reikSmés yra pateiktos
3.3 lentelés eilutéje pazymétoje ,,0°. Pasirinkus Sias skerspjiiviy ploty reikSmes,
kaip pradinj iteracinio skai¢iavimo taska, ir iSsprendus siiilomo optimizavimo
uzdavinio sprendimo algoritmo dvi pirmasias pakopas, gauname pradines
ribojamy poslinkiy reikSmes, tenkinancias biitingsias salygas (3.9):

14,3008 cm < uﬁ; =22,9039cm < 23,0665 cm,
-3,870lcm < ué’,’)', =-6,2127cm < —6,8601 cm.

Atlikus nagrinéjamo rémo iteracinj skaiciavima, pasirinkto 5 % optimalumo
kriterijaus tikslumo optimalus projektas buvo gautas po 7 iteracijy. Projektuojamy
parametry kitimo dinamika optimizavimo iteracinio proceso metu yra pateikta 3.3
lenteléje. Gautas optimalus rémo projektas yra uzraSytas 7 numeriu paZymétoje
lentelés eilutéje.

ISanalizavus gautus rezultatus, galima teigti, kad pasirinktos ribinés poslinkiy
reikSmés turi jtaka optimizavimo procesui, nes esant optimaliam projektui Sios
reik§més yra ribinés arba artimos joms. Poslinkis #,,=13,8669 cm, o tai yra
maziau uz pasirinkta ribing reikSme¢ 19 cm; poslinkis uz,=—4,2459 cm yra didesnis
uz pasirinktg ribing reikSme —5,5 cm.

Kim et al. (2001) darbe buvo atlikta 3.5 paveiksle pateikto rémo analizé.
Siame darbe rémas buvo modeliuojamas i3 standartiniy W tipo dvitéjy
profiliuo¢iy, kuriy pasiskirstymas yra pateiktas 3.3 lentelés paskutinése dvejose
eilutése. Rémo fiziniai parametrai Kim et al. (2001) darbe pasirinkti tokie patys
kaip ir auksc¢iau apraSytieji optimizavimo uzdaviniui spresti.
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3.7 pav. C tasko poslinkio priklausomybé nuo apkrovos redukcijos
faktoriaus
Fig. 3.7. C point horizontal displacement’s dependence on load reduction
coefficient value

Siekiant palyginti gautus rémy analizés rezultatus su Kim ez al. (2001) darbe
gautais rezultatais, buvo sudaryti mazgo ,,C* (3.7 pav.) horizontalaus poslinkio
teigiamos x aSies kryptimi priklausomybiy nuo apkrovos redukcijos faktoriaus
grafikai, kurie pateikti 3.7 paveiksle. Optimalaus projekto, gauto pagal pasiilyta
algoritma, konstrukcijos ,,C“ mazgo poslinkio reikSmé apkrovos faktoriui
pasiekus maksimaly dydj yra lygi 17,33 cm, o tai yra 13,35 % maziau, nei Kim et
al. (2001) darbe gauta 20 cm reik§mé. Pazymétina, kad toks mazgo ,,C* poslinkio
rezultatas yra gautas optimalios konstrukcijos medziagos tiiriui (3,2645 m®) esant
13,23 % mazesniam nei Kim et al. (2001) darbe (3,7625 m?).

Optimalios konstrukcijos analizé taipogi leido nustatyti plastiniy lanksty
susidarymo vietas, kurios pavaizduotos 3.6 paveiksle bei eiliSkumg didinant
apkrovos faktoriy (3.4 lentel¢). Pazymétina, kad eilinio plastinio lanksto
susidarymas konstrukcijos elementuose jtakoja poslinkius didinant apkrovos
faktoriy, apie tai galima spresti i§ 3.7 paveiksle pateiktos diagramos.

3.4 lentelé. Plastiniy lanksty susidarymo eiliSkumas esant optimaliam rémo
projektui

Table 3.4. The sequence of the plastic hinge occurrence for structure’s optimal
project

Eiliskumas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

APkFOYOS 0,73 10,79 | 0,80 | 0,86 | 0,87 | 0,88 | 0,94 | 0,95 | 0,97 | 0,99
faktorius
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® Plastinis lankstas @ i
3.6 pav. Sesiy auksty erdvinio rémo optimalaus projekto deformavimosi bei
plastiniy lanksty susidarymo viety schema
Fig. 3.6. The six-story three-dimensional frame deformations and plastic
hinge occurrence places schema

Pasirinktos konstrukcijos optimizavimo uZzdavinio ribojant poslinkius
sprendimas bei paruoSiamieji skai¢iavimai buvo atlikti pritaikius kompiuterinio
matematinio skai¢iavimo komplekso MATLAB optimizavimo uzdaviniy
skai¢iavimy paprograme Optimization Toolbox. Skaitinio eksperimento
komandiniy byly tekstai, sudaryti pagal MATLAB programavimo kalbos
désningumus, yra pateikti prieduose D, E ir F.

3.8. Treciojo skyriaus iSvados

1. Suformuluotas konstrukeijy optimizavimo uzdavinio ribojant poslinkius
matematinis modelis. Irodyta, kad tai yra iskilojo matematinio programavimo
optimizavimo uzdavinys, turintis globalyjj ekstremuma.

2. Panaudojant baigtiniy elementy metoda sudarytos poslinkiy apribojimy
salygy analitinés iSraiskos.

3. Atlikto skaitinio eksperimento metu gautieji optimalios konstrukcijos
poslinkiai nevirsija pasirinkty ribiniy reikSmiy, o virSutinio mazgo poslinkio
reiksmé yra 13,35 % mazesne nei kity autoriy (Kim ez al. (2001)) gauta reikSmé.
Pazymeétina, kad gautas optimalios konstrukcijos medziagos tiiris yra 13,23 %
mazesnis nei Kim ef al. (2001) darbe nagrinéjamos konstrukcijos.



Bendrosios iSvados

1. Konstrukcijy deformuoto biivio geometriskai netiesiné elgsena bei
medZziagy plastinés savybés turi biiti jvertintos norint, kad skaiciavimas atitikty
realias konstrukcijy darbo salygas.

2. Matematinio programavimo teorijos ir mechanikos ekstreminiy energiniy
principy junginys yra efektyvus sudarant naujus geometriskai netiesiniy tampriy
plastiniy statybiniy strypiniy konstrukcijy skai¢iavimo ir optimizavimo uzdaviniy
matematinius modelius.

3. Panaudojant sukurto geometriskai netiesiniy tampriy plastiniy konstrukcijy
analizés uzdavinio matematinj modelj galima tiksliai nustatyti konstrukcijos
tikrojo jtempto deformuoto buvio dydzius. Geriausiai $is rezultatas pasiekiamas
matematiniame modelyje naudojant Orbison stiprumo (takumo) salygas.

4. Panaudojus sudaryta optimizacijos uzdavinio sprendimo algoritma,
skaitinio eksperimento metu gauti optimalios konstrukcijos mazgy poslinkiai
13,35 % mazesni uz Kim et al. (2001) darbe pateikiamas reikSmes. Pazymétina,
kad gautas optimalios konstrukcijos medziagos turis yra 13,23 % mazesnis uz
Kim et al. (2001) darbe nagring¢jamos konstrukcijos. Tai leidzia taupyti medziagas
ir isteklius projektavimo ir gamybos stadijose.
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Summary in English

Introduction

Problem formulation

For optimal design of structures, different requirements for design codes, including safety,
serviceability and design, must be considered. Structure optimization is the creation of an
object that satisfies the prescribed constraints of design and meets the best value of the
accepted performance criterion. Structure optimization is the first stage of optimal
structural design that allows taking into consideration the above-mentioned requirements
and fully describes the behavior of designing a structure. Many questions can be answered
by solving different problems of structure optimization: limit to the load value of the
structure, the distribution of real stress and a displacement under an applied load, the
geometrical parameters of the cross-sections of the elements providing the save and
durable behavior of the structure, etc.

Modern tendencies for structural design are connected with the economy of the
employed building materials in order to more efficiently use them. Besides traditional
calculation based on the linear theory assumptions, more and more design codes define
certain aspects of the behavior of nonlinear structures, i.e. strive for investigating the real
behavior of the structure. It can be provided by having comprehensive information about
the behavior of the building structure under all working conditions at any period of its
existence. Naturally, the optimization problem in such a broad concept cannot be solved
by the linear theory methods of structural mechanics. The form and size of the structure
considerably vary under certain loads, and the principle of a small displacement becomes
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unreliable. In addition, Hook's law is not satisfied and should be substituted by nonlinear
relation for a number of materials starting from a certain condition of stresses. Thus, it is
necessary to renounce the linear theory assumptions and rely on broader and more
complex generalizations of the nonlinear theory:

1. To renounce calculation according to the unstrained condition that tolerates a
small displacement.

2. To assess the influence of variations in the geometry of the structure on its stress-
strain state (SSS).

3. To maintain non-linear stress-strain relationship and evaluate occurring plastic
deformations taking into account that the structures of certain materials obtain
very large displacements before plastic collapse, and therefore might not satisfy
requirements for regular service.

4. Toselectyield conditions for structural elements so that to more precisely define
the behavior of structures. Design codes of different countries present linearized
yield conditions, which significantly restricts the behavior of structures. Thus,
the necessity to refer to yield conditions having a relatively wider yield value
and presented in the works of other authors arises.

5. To carefully consider the real displacement of the structure for recording
conditions for the displacement constraints of the optimization problem.

Having considered all above introduced aspects, a mathematical model has been

created finding a direct solution to which is a rather serious problem. The thesis suggests
an original solution algorithm that allows avoiding difficulties that arise working towards
the clarification and having stricter control over the process of dealing with the
optimization problem.

Relevance of the thesis

In the thesis created new mathematical models for geometrically nonlinear elastic plastic
construction structures calculation and optimization under displacements constraints by
using mathematical programming theory an mechanical principle of extreme energy. The
original algorithm using modern computer technologies for geometrically nonlinear
elastic plastic frameworks structures under displacements constraints is created. It opens
new possibilities in construction engineering for in economy of material and resources in
the stages of project and production.

Research object

The thesis examines the creation of mathematical models for optimization problems of
inelastic geometrically nonlinear frame structures and focuses on the possibilities of
working out solutions.

The goal of the thesis

The goal of the thesis is to develop an original algorithm for finding a solution to the
mathematical model of an optimization problem of geometrically nonlinear elastic-plastic
three-dimensional frame structures. The introduced model considers all above-mentioned
aspects. The created algorithm allows monitoring the deformability of the structure within
the iteration process and guarantees a successful convergence of the problem.
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Tasks of the thesis

To reach the aim of the work, the following problems must be considered:

1. To develop a technique for composing a tangent stiffness matrix of the three-
dimensional finite element and to promote a symbolic calculation program to
obtain the expression of this matrix.

2. To create a mathematical model for the optimization problem of the
geometrically nonlinear elastic-plastic three-dimensional frame structure and
solve this problem. To make comparative analysis of obtained solution results
with those received by other authors.

3. To create a mathematical model for the optimization problem of the
geometrically nonlinear elastic-plastic three-dimensional frame structure under
displacement constraints and to obtain this problem numerical solution result.
To make comparative analysis of obtained solution results.

4. To combine the problems of second-order elastic calculation, analysis of an
elastic-plastic structure and optimization under displacement constraints into a
single general algorithm for an iterative solution.

5. To check the efficiency of the suggested algorithm for finding a solution to the
optimization problem applying software created using simulation techniques.

Research methods

The thesis applies to numerical simulation methods, including the finite element method,
the Newton-Raphson method for solving nonlinear equations and the methods for solving
nonlinear optimization problems.

Scientific novelty

The principles of the suggested original algorithm for proposing a solution to the structural
optimization problem can be applied calculating any type of the structure.

The methodology for a tangent stiffness matrix of the three-dimensional finite
element has been extended and can be applied establishing the expressions of tangent
stiffness matrices of other types of finite elements. The principles of the employed
methodology can be used for creating symbolic calculation programs to obtain the
expressions of tangent matrices of other types of finite elements.

A mathematical model for the analysis problem of geometrically nonlinear elastic-
plastic three-dimensional frame structures under nonlinear yield conditions has been
formulated and solved, which allows establishing the real SSS close to the behavior of the
real structure taking into account the investigated structure.

The optimization problem of structures has been formulated and solved using
nonlinear conditions for yield and displacement constraints and considering the real SSS
of structures.

Practical significance of dissertation

The suggested algorithm for the mathematical model of the optimization problem of
geometrically nonlinear elastic-plastic three-dimensional steel frame structures cover
safety, serviceability and design requirements and can be applied for designing or
reconstructing real structures and launching an optimal project of the structure.
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Defended statements

1. Material plastic properties and geometrically nonlinear behavior of structures
that proper for many (especially steel) structures should be considering in
construction structures calculations to approach it to real materials and work
condition.

2. The mathematical programming theory and mechanical principle of extreme
energy make possible to create new mathematical models for geometrically
nonlinear elastic plastic construction structures optimization problems under
displacements constraints and algorithms and methods for these problems
solution.

3. The improvement of elastic plastic geometrically nonlinear structures
optimization models is theoretical and practical foundation for construction
structures economical and scientific development: the new possibilities of
material and resources saving at projecting and production stages.

Structure of thesis

The work consist of introduction, three chapters, conclusions, references, list of
publications and annexes. The total work content is 118 pages, 32 figures, 12 tables and 8
annexes.

1. The structure optimization under complex
constraints

The task for the optimization problem of the frames examined in the thesis is formulated
as follows: knowing the configuration of the frame and external forces, the distribution of
the cross-sectional areas Ay of structural elements must be found; distribution must satisfy
the optimal criterion for a minimum volume structure when individual structural elements
are exposed to plastic deformations. Serviceability requirements for the considered
optimization problem should include, first of all, conditions defining the real SSS of the
structure. Such conditions are dependencies of the generalized Lagrange problem. Second,
stiffness conditions should include displacement boundaries in certain nodes of the

structure with reference to indicated directions: u; <u,,+u,, <u;, where u, and u;

are prescribed lower and upper displacement bounds in ¢ direction. Apart from the above
introduced conditions, different technological or structural limitations to element stability

or a lower reference limit to internal forces S™" can be applied. Such a situation restrict

the free movement of non-elastic strains of the structure, and therefore the elements of the
structure having optimal cross-sections face elastic and plastic deformations affected by
residual internal forces S, and residual displacements u,. If any of the abovementioned
boundaries become active, the structure does not reach plastic collapse.

Therefore, the mathematical model of the formulated optimization problem is as
follows (Cyras ef al. (2004), Karkauskas (2004)):
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Find V(A4,)—> min,
when £(S,.5,.8(4,))<1.A,S,=F-A,S,,
D,S, - A, u, +[V'1(S,.S,.8,(4,))]» =0, (SL1)

A (1-£(8,.8,.8 (4,))) =0,
u; <u,, +u,, <u;, S (4 )28, 20, k=1,2,.,s.

where Ay is the cross-sectional area of the £ group of structural elements; Sy is the vector
of'the limit values of internal forces; D, is the quasi-diagonal flexibility matrix of the finite
element structure considering variations in the geometry of the structure; A, is the matrix
of the coefficients of balance equations and related to the displacements of a discrete
model; F is the vector of external forces applied to the nodes of the discrete model of the
structure; A is the vector of Lagrange multipliers.

This is a multi-extremal problem of nonlinear mathematical programming.
Multiextremality is the result of Kuhn-Tucker conditions, i.e. equations

A" (1 —£(S,.8,.8, (4 ))) = 0. The problem is solved in an iterative way, and this factor

ey
makes the process of accomplishing task complicated.

To avoid the above mentioned complications, an original algorithm for the nonlinear
optimization of structures (implementing iterative procedures in the optimization cycle) is
created. The cycle of the optimization problem includes three stages. The overall
schematic view of the algorithm for the optimization problem is presented in Fig. S1.

» NONLINEAR 8 ELASTIC-PLASTIC
g ELASTIC —» &  NONLINEAR

—_ ANALYSIS = ANALYSIS

No
Are all ‘
obtained 9 STRUCTURE
cross-sections areas <«— £ CROSS-SECTIONS
reached specified = OPTIMIZATION

eps?
Yes
OPTIMAL PROJECT

Fig. S1. Solution algorithm of optimization problem (S1.1)

In scientific literature there are not enough paid attention for geometrically nonlinear
elastic plastic construction structures under displacements constraints calculation and
optimization problematic (there are few theoretical and construction structures
experimental development works). In order to this it is necessary to create a mathematical
model for the optimization problem of the geometrically nonlinear elastic-plastic three-
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dimensional frame structure under displacement constraints, to solve this problem and to
make comparative analysis of obtained solution results.

2. The analysis of geometrically nonlinear structures

The nonlinear elastic analysis problem of the structure is the first stage of the suggested
(S1.1) algorithm for solving the optimization problem. The problem of the stage is worked
out applying the equilibrium equation for the tangent stiffness method of finite elements
(Barauskas 1998, Barauskas et al. 2004):

K.u, =F. (S2.1)
ZI
! ’ , ,
uksaFa(pz , ( ) ukll,F;)(p M.
’ ’ uk— X
U F,. - o
F' ' , Upgs L. , ,
uk4> UkI,F ukx (.X) uklO’F;np ’T
> >
N , , A
u' F' uk3’Fay Au/,;y(x) Q)kX(X) u/'ch' k7°% ax>
k6>~ ap u ,
- / k12> b(p >
L k
’ | ‘
y

Fig. S2. The space frame finite element

The investigating element of the space frame structure is shown in Fig. S2. It is
accepted that the element’s nodes can have the displacements which are considerably
larger than the element’s dimensions, but the own form of the element does not change.
Element’s strains stay small. The element‘s internal forces vector in local coordinates
system is writing as follows:

% g, (x !
‘I‘k(u}{)=_£/ ][ {{%()} o, (i) dicve +

2772 ¢ (S2.2)
b Ol

] j{a“—()} ., () vy
_%_%0

The beam element is under rotation and subjected to compression, tension and
bending in two perpendicular axes. The vector of displacements for any point of the frame
element:

ou,,

W@ =[x W@ ) o] . (52.3)
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Expressed by the nodal displacements as follows:
u, (x) =N, (0)uy, (S2.4)

here Nx(x) is the matrix of the Hermitian polynomials.
The total longitudinal and lateral deformations for the nonlinear space frame element
can be obtained in the following way:

€, (x) =A —yK, —zZK. =

ouy (x) +1[5’u’y (x) ]2 N [Ou; (x)]2 . Pu(x) P (x)  (S25)

_. ,
o 2| ox 20 ox a2 o’
0P (x)  Op.(x)
x)=10.+z0. = EAMCANTY T Dty S2.6
Vi (x) =26, +26, =y o ™ (82.6)

The three-dimensional frame element is received inserting (S2.5) and (S2.6) into the
expression of (S2.2) and can be recorded as follows:

oY, (u
k, (u}) =—aku(;c b _ K, +Kk, +k/, (S2.7)
here
b2 K21 , , ,
Ko=E | [ J(€'C=2Cy €y (x)=yCy €5 (x)-
~b/2-h/20

zC, (x)T C, +22C4 (x)T C, (x) +2yCy (x)T C; (x) -
. . N (52.8)
yCs(x) Cy+2zvCs(x) Cy(x)+y°Cs(x) Cs (x))dxdydz +
B2 W2 1
G| [ (6 C-2C" ¢y +)°C' €5 ) dudyaz
~b/2-h/20

is element‘s small displacements matrix;

b2 h2 1

Kk, = _1;[/2 _i,[/zi(CG (x)T +C, (x)T )ck (x )dxdydz (S2.9)

is geometric stiffness matrix;
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b2 B2 1 ' '
Kk, =E [ [ [(0,5C, u,Cq(x)+0,5C, u, " C; (x)+
—b/2-h/20

Cs (x)' u,Cy+0,5C, (x) upu,”Cq(x)+

0,5C; (x)T wu, C, (x)-zCq (x)T u, Cy (x)-

¥ G (%) uCs (x)+Cr (x) weCo + (S2.10)
0,5C; (x)" wpu, Cq (x)+0,5C; (x)" wyu,’ C, (x)-

zC, (x)T u,C, (x)-»C, (x)T u, Cs (x)-

0,5zC, (x)T u}{TC6 (x)—O,Sz C, (x)T u}{TC7 (x)—

0,5Cs (x) u " Cq (x)=0,5vCs (x) u}’C, (x))dxaj/dz

is element’s initial displacement stiffness matrix.

All matrices of structural stiffness, following the transformation of axes are
combined into the stiffness matrix K; of the whole structure.

For numerical realization of the first algorithm’s stage tangent stiffness technique
Newton-Raphson method with load control is used in order to solve a set of nonlinear
equations (S2.1).

The second stage of the suggested algorithm is elastic-plastic nonlinear analysis. The
real values of the SSS are obtained as a result of the problem encountered at this stage.
This is a sum of the internal forces of nonlinear analysis, including residual internal forces
and displacement values.

The principle of extreme energy (Cyras 1983; Cyras et al. 2004) was used for
obtaining residual internal forces of the elastic-plastic system in the real mode. This
principle is formulated as follows:

,Of all statically admissible vectors of residual forces at the step to be considered,
the actual vector is one for which the increment of complementary energy is minimum®.

Thus, the above formulated principle of extreme energy corresponds the following
problem of nonlinear mathematical programming:

Find min U, =%s{ D,S,,
when AS, =F-A,S,, (S2.11)
f(S..S,.S,) <1.

The before introduced problem is a variational analysis of a convex mathematical
programming problem. This is the minimization of the graduated function over a convex
set. Further in the text, (S2.11) will be referred to as the static formulation of the problem
analyzing residual internal forces.

The dual problem determining residual displacements of the structure is formulated
applying the Lagrange function of problem (S2.11). Lagrange multipliers of equilibrium
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conditions are the vector of residual displacements u, and yield conditions are represented
by the vector of plastic multipliers A. Finally, the following dual problem is obtained:

1

Find max— Esfl),, S, 3" (1-1(8,.S,.S,)) +u F-S/D,S, -

[ VE(S,.S,.80) (S, +8,). (S2.12)
when T 7

DS, +[ V'{(S,.S,.8,) | 1-A,u, =0,220.

This is a kinematic formulation of the problem analyzing residual internal forces.
While formulating the problems analyzing elastic-plastic structures and their
mathematical models, terms for selecting appropriate strength remains one of the crucial
aspects. As for the examination of three-dimensional structures, a complex strain state is
worth being mentioned. Also, the application of strength conditions, including tension-
compression strength as well as bending around one or another axis of the structural
element should be purposeful. Strength conditions, under a complex stress-strain state, are
frequently described in construction codes and specifications regulating the design of
building structures (ANSI/AISC 360-10).

According to construction specifications AISC-LRFD (Kim S.-E. er al. 2001;
Aminmansour, A. 2000; ANSI/AISC 360-10), the double-axis yield strength surface of
the beam-column element (presented graphically in Fig. 3S) is expressed by the equation
given below:

1> N .3 My, .3 M-, kai N, >2 My, L2 M-
Ny:./ 9 M)’P,./ 9 sza(/ Nya(/ 9 M)’[L./ 9 M—'[L./ (8213)
1 > N/ + My»(/ + Mza(/ kal N/ 2 MY7./ +z M——7./

> <— .
2Ny, My, My, Nyj My, My,

Though strength conditions are provided by design codes and specifications, the
efforts of various researchers were made to accurately reflect a complex state of strains.
An example is Orbison’s full yield surface of the cross-section (presented in Kim et al.
(2001), Chiorean and Barsan (2005)) described as follows:

2 2 4 2 2 6 2 4 2
12> 1,15/1] +mZ+my o+ 3,67n‘1mz’j + 3,0njmy’j + 4,65m”my’j, (S2.14)

here n=N//N, ;; my=M, ;/M,,;is ,,weak axis* of element‘s cross-section area; m. ;=M. ;/ M.y,
is ,,strong axis“ of element‘s cross-section area.

Orbison’s yield surface is shown in Fig. S3.

The local stability of the structure is checked according to formulas (S2.13) or
(S2.14) when compression members are loaded up to the values of their critical forces the
internal forces of the compressed elements of which are calculated according to
requirements for design standards. Eurocode 3 2006 normative documents suggest the
following expression:

Nh,Rd Z/}./Afu/}/M19 (8215)



108 SUMMARY IN ENGLISH

here N rq is the element’s design value of buckling strength; y is the buckling coefficient;
A is structure‘s element cross-section area; f, is the structure‘s material strength (yield)
limit; w1 is the partial coefficient (is taking equal 1,0).
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Fig. S3. Yield surfaces

Buckling coefficient y is obtained with reference to Eurocode 3 2006 accordingly to

proper conventional slenderness ratio A that depends on buckling length /, and effective
length coefficient i received taking into account STR 2.05.08:2005 requirements.

The global stability of the whole structure is checked by calculating a determinant of
the tangential stiffness matrix of the entire structure K, according to equation (S2.1) at the
last stage of calculating numerical implementation. If the value of the determinant equals
zero, the structure has lost the overall stability. Further calculations are not performed.

All above-mentioned conditions do not take into consideration the effect of torsional
strains on the complex state of strains. Consequently, to get comprehensive information
about strength, some torsional strength conditions should be used. Torsional strength
condition given by Eurocode 3 (2006) is expressed by the equation:

Tya/Toa 1.0, (52.16)

here Ty is torsion moment applied to the structural element; 7xs is torsion strength
specified for the structural element.

A two-storied space frame structure (Fig. S4) was chosen for the numerical
realization of the above-mentioned mathematical models. This structure was studied by
Kim et al. (2003) (testing the full-size model made of real steel profiles was described)
and Kim and Lee (2002) (the analysis of a discrete computer-generated model in the
environment of program ABAQUS was presented). In the latter research, the obtained
results were compared with data obtained in the former research.

Structural elements are modelled using the profiles of type H150x150%7x10. The
overall dimensions of the frame (Fig. S4) are as follows: width in the direction of axis x is
2,5 m, length in the direction of axis y — 3,0 m, height from the column element base to
the second floor level — 1,76 m and height from the second floor level to the roof is 2,2 m.
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The geometrical and physical parameters of the cross-section of any structural element are
constant through its full length. The yield strength of all structural elements — 320 MPa
while the elastic modulus is 221 GPa and the shear modulus is 85 GPa. The model of the
structure is subjected to the action of three various types.
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Fig. S4. The two-story space frame discrete 0 *® ; ‘
model 0 5 10 15

Horizontal displacement, mm

Fig. S5. Node B load-displacement curve
under the first load case

Two calculations were performed for every load case. The first calculation was made
applying Orbison’s strength conditions (S2.14) and the second — AISC-LRFD standard
strength conditions (S2.13). The results obtained in the performed two-storied space frame
analysis were compared with data presented in work Kim and Lee (2002).

The carried out analysis revealed that under Orbison’s strength conditions (S2.14),
the results closely approached data obtained by Kim and Lee (2002) (Fig. S5). A greater
deviation from the results presented in this work could be observed when strength
conditions specified by AISC-LRFD design code (S2.13) were used. These conditions are
more strict or conservative than those of Orbison’s strength. It can be explained by the
fact that AISC-LRFD is the construction code regulating structural steel design. While
applying such standards, it is usually assumed that the structure works only within elastic
work limits. The characters of load displacement diagrams and its comparison allow
making a conclusion that construction work is obtained by the proposed algorithm and
agree well with Kim et al. (2003) results.

3. The problem of structure optimization under
displacement constraints

The general mathematical model of the third stage of the suggested algorithm, which is
the problem of structure optimization under displacement constraints, is as follows:
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Find min V(4,), (S3.1)
when £(S.8,(4)) <L (S32)
u, <u, <u/, (S3.3)
A, > A, (83.4)

t=12,..m,k=12,..,s,
where A,‘:ﬂn is the lower limit to design requirements.

Optimization problem (S3.1)—(S3.4) is a convex nonlinear mathematical
programming problem having only one extremum. This problem is solved having
comprehensive information about the real SSS under an applied load, i.e. when a solution
to problems (S2.1) and (S2.12) is reached.

For an efficient use of the mathematical model for optimization problem (S3.1)—
(S3.4) as well as for a good convergence of the obtained results, four important steps of
preliminary calculations must be performed.

The first of the above mentioned steps of calculation is selecting the lower limits of

the cross-sectional areas of structural constraints A,f’m (S3.4). This is achieved through

finding an answer to the optimization problem of the structure at the stage of plastic
collapse The mathematical model of the problem has the following form:

Find v(4m™) - min,

when f(Se,S,,So (A,‘J““)) <1, (S3.5)

AS, =F—A S, A" >0,k=1,2,..,s.

This problem is solved with reference to the iteration method. The solution algorithm
is presented in Fig. S6.

The next important step of calculation is the estimation of displacement boundaries.
They can be determined using cross-sectional areas obtained solving problem (S3.5) and
changing the applied load ratio. The upper limits of displacements can be established
applying a significantly smaller load ratio than that employed for dealing with problem
(S3.5) and considering problems (S2.1) and (S2.12), i.e. finding out displacements that
occurred in the structure prior to plastic collapse. Further, displacements are calculated
when the first plastic hinge occurs in the structure. Displacements result from a decrease
in the load ratio and working out problems (S2.1) and (S2.12). The received values are the
lower limits of displacement constraints, i.e. displacements corresponding an elastic
response. Thus, the chosen values of conditions for displacement constraints of the
optimization problem ((S3.1)—(S3.4)) should be between the following limit values:

to<ut <u’ _iwhenu <0, sou,, >u >u, (S3.6)

+ .
whenu” >0,sou,,, < e » min = max*

This is the way the elastic-plastic behavior of the structure can be ensured.
The third step of calculation covers the estimation of the start point of problem
((S3.1)~(S3.4)) and takes place changing the values of the areas of element cross-sections
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and solving problems (S2.1) and (S2.12). The obtained values of displacements should be
higher than the displacements of an elastic response and lower than displacements when
the structure is prior to plastic collapse, i.e. must satisfy the following inequalities, which
means displacements must agree with the above mentioned restrictions (S3.6).

The fourth important step of calculation establishes real displacements that depend
on optimization parameters — the areas of the cross-sections of structural elements (S3.6)
for displacement constraints. The values of these displacements are determined during the
iterative calculation using the results obtained after proposing an algorithm for solving the
problems at the first two stages. The calculation involves the evaluation of all changes in
the initial structure according to the real SSS under an applied load (a discrete model of
the structure is changed adding arising plastic hinges and modifying the initial coordinates
of structural nodes).

While combining all above discussed calculations, the proposed algorithm for
solving the optimization problem (S1.1) can be extended as shown in Fig. S7.

For calculating the optimization problem, the possibilities of the created algorithm
will be disclosed through the optimization of the cross-sectional parameters of a six-story
three-dimensional frame structure. The geometry of the investigated frame and the
distribution of added vertical and horizontal loads are presented in Fig. 8S a. The
magnitudes of forces make V1=64,229 kN, V»,=128,457 kN and H,=53,376 kN. The cross-
sectional areas of structural elements fall in 6 different groups displayed in Fig. 8S a. All
elements are made of steel the physical parameters of which present yield strength
fo=250 MPa and elasticity modulus £=206,85 GPa. Also, geometrically non-linear
deformable behavior has been considered.

The created discrete model of the frame contains 69 nodes having 378 degrees of
freedom and the elements of two types, i.e. 30 column-type elements and 66 beam-type
elements. All of those in the structure are assumed to be compressive-tensile-torsional-
flexural in two axial directions. Thus, the total number of internal forces makes 576.

American wide flange W type cross-sectional profiles (ASTM Standard A6/A6M)
have been chosen for the optimization problem. For the numerical implementation of the
proposed algorithm for optimization purposes, the relationships of the geometrical
parameters of the cross-sectional areas of the elements are expressed employing the power
function.

Next, deformability limits to the optimized frame will be shortly discussed. The
lower limits of the optimized parameters — cross-sectional areas — are obtained from the
optimization problem (S3.5) of the structure prior to plastic collapse. The result, according
to the selected optimality criterion with 0,1 % accuracy, was obtained following 7
iterations. The dynamics of changes in cross-sectional values and the final result are shown
in Table S1. Under the values of the cross-sectional areas of structural elements and load
reduction factor y..,~0,99, analysis problem (S2.12) is solved and the upper limits of frame
displacements are established (displacement values under the plastic collapse of the
structure).
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The horizontal displacement of node A in the positive direction of axis x (Fig. S8):
Uy v max = Upax + Uy =17,7310+5,3355 = 23,0665 cm.
The vertical displacement of node B in the negative direction of axis y (Fig. S8):

Up ymax = Uepy Uy =—4,8489-2,0112=-6,8601cm.
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Fig. S8. The discrete model of six-story frame and it’s deformed shape under applied load

Table S1. Six-story space frame optimization problem results for structure being prior to
lastic collapse

Iteration | A, cm? Az, cm® A3, cm? Ay, cm? As, cm® As, cm? V, m?
0 100,0000 | 100,0000 | 100,0000 | 100,0000 | 100,0000 | 100,000 | 3,51168
1 113,2130 | 120,9100 | 69,6722 | 128,3110 | 30,2495 112,9014 | 2,7569
6 135,2542 | 112,5077 | 96,5649 | 153,6516 | 29,4167 | 105,7227 | 2,9322
7 135,8320 | 112,4600 | 96,7482 | 153,9854 | 29,4263 | 105,5612 | 2,9351

Further, by decreasing load ratio y,.,~0,8 and working out the first two stages of the
proposed algorithm for the optimization problem (S2.12), displacement values
corresponding to the formation of the first plastic hinge are found. For the introduced SSS
displacements, the values are as follows:

uA,x,min

uB,y,min

= ue[ﬁy

=ueA’x+u

rA.x

=14,1062+0,1946 = 14,3008 cm,
+urB,y = _398614_0,0087 = —3,8701 cm.

These are lower limits to changes in frame displacements. Thus, limits to variations
in nodal displacements accepted regarding conditions for the problem should be between
the following tolerable boundaries:
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14,3008 cm < Uy, = 19cm < 23,0665 cm,
-3,8701cm <up , =-5,5cm <-6,8601 cm,

which ensures the elastic-plastic state of structural work.

For the optimization-iteration process, the appointed initial values of the cross-
sectional areas of the elements are 5 % higher than those received prior to the plastic
collapse of the structure. Upon choosing these particular values of cross-sectional areas as
the start point of iterative calculation, and having solved the first two stages of the
proposed algorithm for working out the optimization problem, the initial values of
restricted displacements satisfying necessary conditions (S3.6) are obtained:

14,3008 cm < uﬁf; =22,9039cm < 23,0665 cm,
-3,8701cm < ué’fy =-6,2127cm < —6,8601 cm.

Having made the iterative calculation of the investigated frame, an optimal project
of the selected optimality criterion with 5 % accuracy has been obtained following 7
iterations. The dynamics of changes in the designed parameters within the optimization-
iteration process is shown in Table S2. The obtained optimal project of the frame is
recorded in Table S2, in the line denoted by number 7. The places of the occurrence of
plastic hinges and sequence are presented in Fig. S8, b.

Table S2. Six-story space frame optimization problem solution by suggesting algorithm
Iteration Aj, cm’® A2, cm? A3z, cm? Ay, cm? As,cm’® | As, cm?® V, m?
0 142,6246 | 134,7665 | 104,2538 | 161,6846 | 36,8370 | 152,0807 | 3,5166
1 142,6236 | 113,5846 | 100,4277 | 161,6846 | 33,1045 | 106,6168 | 3,0583
6 155,4948 | 113,5846 | 103,4990 | 161,6846 | 32,6026 | 106,6168 | 3,1217
7 155,4948 | 113,5846 | 103,4990 | 161,6846 | 32,5632 | 128,3795 | 3,2645
(K;r(r)loelt)al. W12x87 | WI12x87 | W10x60 | W12x120 | WI12x26 | WI12x53
165,1 165,1 114,1 227,7 4941 100,5 | 3,7625

The analysis of the obtained results reveals that the chosen limit values of
displacements make an influence on the optimization process, as under an optimal project,
these are limited or close to them. Displacement u,,=13,8669 cm, which is less than the
specified limit value making 19 cm. Displacement up,=—4,2459 cm is bigger than the
specified limit value, which is 5,5 cm. The value of the displacement of node C, under the
maximum load value, is equal to 17,33 cm, which is 13,35 % lower than that (20 cm)
obtained by Kim et al. (2001). A important point is that such result of the displacement of
node C has been received under the circumstances when the volume of the material of an
optimal structure (3,2645 m®) is 13,23 % lower than that indicated by Kim e al. (2001) in
his works (3,7625 m®).
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General conclusions

l.

To approach construction structures to real materials and work conditions it is
necessary to consider plastic material properties and geometrical nonlinearity of
structure.

The efficiency of mathematical programming theory and mechanical principle of
extreme energy combination in creation of new mathematical models for
geometrically nonlinear elastic plastic construction structures calculation and
optimization under displacements constraints.

The real SSS values have been obtained by using created geometrically nonlinear
elastic plastic structures analysis mathematical mode. The application of Orbison
strength for dealing with the problem of elastic-plastic analysis gives best result.
The given displacements, which were obtained by using created optimization
problem solution algorithm are 13,35 % smaller than values obtained in Kim et
al. (2001) work. It is significant to that the optimal volume of the structure in the
project is 13,23 % smaller than volume of the structure investigating in Kim et
al. (2001) work. It allows to save resources and materials at design and
production stages of the project.
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