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Abstract:    This research was aimed at deriving average stress-average strain tension-stiffening relationships in accordance with 
the provisions of design codes for reinforced concrete (RC) members. Using a proposed inverse technique, the tension-stiffening 
relationships were derived from moment-curvature diagrams of RC beams calculated by different code methods, namely Eurocode 
2, ACI 318, and the Chinese standard GB 50010-2002. The derived tension-stiffening laws were applied in a numerical study using 
the nonlinear finite element software ATENA. The curvatures calculated by ATENA and the code methods were in good  
agreement. 
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1  Introduction 
 

Worldwide, the strength analysis of reinforced 
concrete (RC) members subjected to bending moment 
is based on a unified approach. In contrast, for 
cracking and stiffness analysis, the design codes of 
different countries use various approaches and mod-
els, often resulting in conflicting predictions (Kak-
lauskas, 2004; Borosnyói and Balázs, 2005; Juoza-
paitis et al., 2010). 

The main disadvantage of the design code 
methods is their limited application regarding the 
structural shape and the loading cases. An alternative 
to these methods is numerical techniques. These 
techniques can evaluate irregular geometrical shapes 
of structures and specific loading conditions and 
nonlinear properties of materials (Wu and Gilbert, 

2009; Gribniak et al., 2010a; 2010b; Wang et al., 
2010). But results of numerical analysis have become 
dependent on the applied material models. In ser-
viceability problems, modeling of reinforcing steel 
and concrete in compression is simple. No significant 
difference was observed in deflection predictions of 
RC beams assuming alternative constitutive laws for 
concrete in compression (Stramandinoli and Rovere, 
2008). However, modeling the behavior of cracked 
tensile concrete is a much more complicated issue. 
Due to bonding with reinforcement, the concrete 
between cracks adheres to the reinforcement bars and 
contributes to the overall stiffness of the structure. 
This phenomenon, called tension-stiffening, has a 
significant influence on the numerical results of short- 
term deformation analysis. In the present study, the 
behavior of an RC member is modeled by a stress- 
strain tension-stiffening relationship assumed to be 
uniform over the tension area of concrete. Stress in 
the concrete is taken as the combined stress due to 
tension-stiffening and tension-softening, collectively 
called tension-stiffening. A number of stress-strain 
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tension-stiffening relationships have been proposed 
(Torres et al., 2004; Stramandinoli and Rovere, 2008; 
Dede and Ayvaz, 2009; Wu and Gilbert, 2009; Ng et 
al., 2010; Bacinskas et al., 2011). Note that most 
tension-stiffening relationships were derived using 
experimental data on the tension (Hsu, 1993; Fields 
and Bischoff, 2004) or shear (Vecchio and Collins, 
1986; Collins and Mitchell, 1991) of RC members. 
However, application of such laws in bending mem-
bers may not be justified and frequently results in 
inaccurate deformation predictions. Kaklauskas and 
Ghaboussi (2001) proposed an alternative approach 
for deriving tension-stiffening relationships from test 
data (moment-curvature diagrams) of flexural RC 
members. 

The present study aimed to derive average 
stress-average strain tension-stiffening relationships 
conforming to deformation analysis of RC beams 
using well-known design codes. The European (CEN, 
2004), American (ACI Committee 318, 2008), and 
Chinese (MCPRC, 2004) design code techniques were 
considered. Using the algorithm proposed by Kak-
lauskas and Ghaboussi (2001) and modified by Kak-
lauskas and Gribniak (2011), the tension-stiffening 
relationships were derived from the moment-curvature 
diagrams of RC beams calculated by the codes. The 
obtained stress-strain relationships, as the material 
models for tensile concrete, were applied in curvature 
analysis using the nonlinear finite element software 
ATENA. 

 
 

2  Solution of the inverse problem 
 

Our investigation was aimed at deriving tension- 
stiffening models using an inverse technique. The 
models obtained allow the simulation of the same 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

moment-curvature responses as predicted by the code 
methods. This section sketches a solution of the in-
verse problem, discussing major aspects only. The 
inverse procedure uses a simple iterative technique of 
deformation analysis of composite members based on 
the layer section model and material diagrams (Kak-
lauskas, 2004). The following assumptions have been 
adopted: (1) average strain hypothesis, also called the 
smeared crack concept; (2) linear strain distribution 
within the depth of the section; (3) perfect bonding 
between layers. 

Let us consider a doubly RC member subjected 
to pure bending. A cross-section for such a member is 
shown in Fig. 1a. b and h are the width and height of 
the section, respectively; As1 and As2 are the areas of 
tensile and compressive reinforcements, respectively; 
d is the effective depth; as2 is the distance from the 
compressive edge of the section to the centroid of the 
compressive reinforcement. The cross-section is di-
vided into n horizontal layers of thickness ti corre-
sponding to either concrete or reinforcement. Thick-
ness of the reinforcement layer ts1 (Fig. 1b) is taken 
from the condition of the equivalent area. The analy-
sis needs to assume stress-strain (σ-ε) material laws 
for the reinforcement and the concrete in compression 
and in tension (Fig. 1c). σs1 and σs2 are the stresses in 
tensile and compressive reinforcements, respectively. 
Curvature κ and strain εi at any layer i (Fig. 1d) can be 
calculated by 
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Fig. 1  Layer section model 
(a) Reinforced concrete section; (b) Layered section; (c) Stress distribution across the section; (d) and (e) Strain and stress 
distributions in layered section
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where Mext is the external bending moment; yc and yi 
are the centroid coordinates of the section and the ith 
layer, respectively; bi and ti are the width and height 
(thickness) of the ith layer, respectively; AE, SE, and 
IE are the area, the first and the second moments of 
the area, respectively, multiplied by the secant 
modulus Ei,sec. 

For the given strains εi and the assumed consti-
tutive laws (Figs. 1d and 1c), the stresses and corre-
sponding secant modulus are calculated. In Fig. 1d, Δl 
represents the unit length of the member. The analysis 
is performed iteratively until convergence of the se-
cant modulus at each layer is reached. Figs. 1d and 1e 
illustrate the strain and the stress distributions re-
spectively, within the layer section model performing 
direct deformation analysis. 

Unlike the direct analysis, which results in pre-
diction of structural response using a specified con-
stitutive model, the inverse analysis aims to determine 
parameters of the model based on the response of the 
structure. In the present study, the inverse problem is 
solved iteratively with incrementally increasing 
bending moment, using the tension-stiffening law 
obtained at previous loading stages. 

Fig. 2 shows a flow chart of the inverse technique. 
Based on geometrical parameters of the cross-section, 
the layer section model is composed. Stress-strain 
material laws for steel and compressive concrete are 
assumed. As noted, computations are performed itera- 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

tively for an incrementally increasing bending moment 
from the initial M1 to the maximum Mmax values. 

At each moment increment Mi, an initial value of 
the secant deformation modulus of stress-strain rela-
tionship under derivation is assumed to be equal to 
zero (Ei,0=0). The curvature κcalc,i is calculated by the 
direct procedure. If the agreement between the cal-
culated curvature and the experimental curvature κobs,i 
is not within the assumed tolerance Δ, i.e., Condition 
1 is not fulfilled (Fig. 2), the analysis is repeated using 
the hybrid Newton-Raphson and bisection procedure 
(Gribniak, 2009) until Condition 2 is satisfied. At 
each iteration k, the secant deformation modulus Ei,k 
is determined as the ratio of the obtained stress σn,i 
and strain εn,i in the nth layer. If the solution is found, 
i.e., Condition 1 is satisfied, the obtained value of Ei.k 
is fixed and used for the next load increments. If the 
limit iteration number is exceeded (k>N=30), the 
calculated Ei,30 is rejected, meaning that the secant 
deformation modulus Ei is not defined at the moment 
increment i, and the analysis moves to the next load 
step. The calculation is terminated when the ultimate 
loading step is reached (Condition 3). The analysis 
results in the derived tension-stiffening relationship. 
Note that the assumed number of layers n might have 
an influence on the calculation results. The recom-
mended number, n=200 (Gribniak, 2009), most ef-
fectively secures the computational efficiency in 
terms of convergence and accuracy. 
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3  Tension-stiffening analysis 
 

The tension-stiffening analysis was carried out for 
the rectangular RC section shown in Fig. 1a, assuming 
h=400 mm, b=200 mm, d=370 mm, and as2=30 mm. 
The inverse technique was applied for deriving the 
stress-strain relationships using the moment-curvature 
diagrams calculated by the Eurocode 2 (CEN, 2004), 
the ACI 318 code (ACI Committee 318, 2008) and the 
Chinese code GB 50010-2002 (MCPRC, 2004). 
These diagrams were calculated for a number of RC 
sections having a uniform grade of concrete C30/37 
(C47.5 according to the Chinese code), a modulus of 
elasticity of steel Es=200 GPa and a variable amount 
of tensile reinforcement: p=As1/(b·d)=0.3%, 0.6%, 
1.0%, and 2.0%. The ratio of the area of the com-
pressive reinforcement As2 and the tensile reinforce-
ment As1 was taken to be 0.25. 

The calculated moment-curvature diagrams are 
shown in Fig. 3a by grey solid lines, whereas Fig. 3b 
shows the derived tension-stiffening relations. The 
obtained relations may be approximated by three lines: 
linear ascending, sudden linear drop, and a descend-
ing branch. The latter was practically linear for the 
ACI 318 and GB 50010-2002 codes and curved for  
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

the Eurocode 2. Other differences between the ob-
tained stress-strain diagrams were as follows: 

1. The tension-stiffening effect expressed in 
terms of the ultimate strain was far more pronounced 
in the lightly reinforced members. Note that different 
scales were applied for strain in Fig. 3b. 

2. Differences in the tension-stiffening diagrams 
obtained for different codes were most significant for 
the lightly reinforced members (p=0.3%). The rela-
tions of the Eurocode 2 and the ACI 318 code were 
particularly contrasting. With an increase in rein-
forcement ratio, the tension-stiffening diagrams ap-
proached each other. Due to the sensitivity of the 
inverse technique (Kaklauskas and Gribniak, 2011), 
some of the diagrams had oscillations. 

3. For the ACI 318 code, the maximum stresses 
were found to be dependent on the reinforcement ratio 
p. Reduction in the maximum stresses with increasing 
p could possibly be due to indirect evaluation of the 
restrained shrinkage effect on the cracking resistance 
(Kaklauskas et al., 2009; Kaklauskas and Gribniak, 
2011). 

Fig. 4 gives a few well-known tension-stiffening 
laws along with the relationships derived from the GB 
50010-2002 code. Note that most of the relationships,  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Fig. 3  Moment-curvature diagrams (a) and the obtained tension-stiffening relationships (b) 
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except 1 and 6, were independent of the reinforce-
ment ratio. The ultimate strain of the simple linear 
tension-stiffening relationship 6 was derived by 
Kaklauskas and Ghaboussi (2001) from test data of 
flexural RC members: 
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where εcr represents the cracking strain of the tensile 
concrete. Note that the ultimate strain from Eq. (2) 
follows the tendency of reducing tension-stiffening 
with increasing reinforcement ratio (Fig. 3). 

Applicability of the derived tension-stiffening 
relationships for deformation analysis of RC beams 
was verified using the commercial finite element (FE) 
software ATENA. Performing non-linear curvature 
analysis, the obtained stress-strain diagrams were 
approximated as shown in Fig. 3b and introduced into 
ATENA as the constitutive laws for tensile concrete. 
Isoparametric quadrilateral finite elements (15 mm in 
size) with 8 degrees of freedom and four integration 
points were used for modeling of the beams. The 
tension-stiffening effect is included in the FE model 
through the interaction of reinforcement and concrete 
between cracks using the principles of fracture  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
mechanics (the crack band model). This requires the 
characteristic length lch of the crack localization zone 
to be specified (Gribniak et al., 2010a; 2010b). In this 
study, lch was assumed to be 50 mm. The modeled 
responses of RC beams are shown in Fig. 3a by 
dashed lines.  

In general, good agreement was obtained be-
tween the curvatures predicted by ATENA and the 
codes. Some differences could be due to approxima-
tion errors and shear effects which were neglected in 
the code techniques. 
 
 
4  Conclusions 
 

In the present study, based on an inverse tech-
nique proposed by the authors, average stress-average 
strain tension-stiffening relationships conforming to 
well-known design codes were derived. The tension- 
stiffening laws were derived using the moment-  
curvature diagrams of RC beams predicted by Euro-
pean, American, and Chinese codes. Significant dif-
ferences were obvious in the tension-stiffening dia-
grams representing different codes and reinforcement 
ratios. Unlike earlier proposed tension-stiffening laws, 
the shapes of the stress-strain diagrams obtained were 

Fig. 4  Tension-stiffening relationships for different reinforcement ratios 
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strongly dependent on the tensile reinforcement ratio. 
The tension-stiffening effect was far more pro-
nounced in members with small reinforcement ratios, 
particularly in the case of the American code. 

The obtained relationships were applied in a 
numerical study, using the nonlinear finite element 
software ATENA. Good agreement between the cur-
vatures predicted by ATENA and the codes showed 
the validity of the proposed approach. 
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1. Introduction

In many countries, the design of reinforced concrete bridge 
structures is based on limit state method. The concrete 
bridge girder or another bridge element has to be designed 
to satisfy the requirements of ultimate and serviceability 
limit states. The longitudinal reinforcement of reinforced 
concrete flexural member is defined according to the 
strength, cracking and stiffness requirements. In various 
design code methods, strength analysis of reinforced con-
crete flexural member is based on similar approaches. 

On the contrary, cracking and stiffness techniques of 
various design codes are based on different assumptions 
and approaches (Borosnyói, Balázs 2005; Kaklauskas 2001; 
CEN 2004). The results obtained using different design code 
methods can vary several times (Borosnyói, Balázs 2005). 
Main disadvantage of design code methods is their limited 
application for simple cases of structural shape and loading. 

Another alternative for structural engineers is using fi-
nite element methods. This method can evaluate irregular 
geometrical shape of the structure, specific loading condi-
tions and non-linear properties of the materials (Zergua, 
Naimi 2006). Results of analysis significantly depend on 
constitutive models of concrete and reinforcing steel. Mod-
elling the reinforcing steel behaviour is simple. For concrete 
in compression, many models were proposed (Popovics 
1970). However, modelling of behaviour of cracked tensile 
concrete is a complicated issue. Due to bond with reinforce-

ment, the cracked concrete between cracks carries a certain 
amount of tensile force normal to the cracked plane. The 
concrete adheres to reinforcement bars and contributes to 
overall stiffness of the structure. The phenomenon, called 
tension stiffening, has significant influence on the results 
of short-term deformational analysis. An accurate assess-
ment of the tension stiffening effect is of primary impor-
tance in the cases of lightly reinforced concrete members 
(Gilbert 2007), concrete members internally reinforced by 
FRP bars (Mota et al. 2006) or externally reinforced by FRP 
laminates (Valivonis, Skuturna 2007).

Based on a variety of assumptions, many constitutive 
models for cracked concrete in tension have been proposed 
for case of short-term loading (Kaklauskas, Ghaboussi 
2001; Torres et al. 2004; Nayal, Rasheed 2006; Kaklauskas 
et al. 2007). Model proposed by Kaklauskas and Ghaboussi 
(2001) was applied in the layered deformational approach 
called the flexural model (Kaklauskas 2004). Subsequent-
ly, this model was used by Juozapaitis et al. (2006) for the 
analysis of behaviour of suspension pedestrian bridge 
structure. Interaction of concrete and reinforcement in RC 
bridge decks subjected to monotonic loading history was 
also studied by Muttoni and Ruiz (2007). 

It should be noted that shrinkage has a significant effect 
on cracking of reinforced concrete members (Bischoff and 
Johnson 2007). State-of-art review of shrinkage effect on de-
formations of reinforced concrete bridge elements is present-
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ed by Gribniak et al. (2007). The shrinkage effect on cracking 
moment is given in reference (Gribniak et al. 2008).

The proposed tension stiffening relationships were 
derived from tension, shear or bending tests of reinforced 
concrete members. However, there was no tension stiffen-
ing relationship proposed which would conform to the 
deformation analysis by EC2 code technique. Therefore, 
structural engineers cannot perform the FE analysis based 
on design code principles. 

In this research, stress-strain relationships for cracked 
tensile concrete which satisfies EC2 provisions (CEN 2004) 
have been derived. According to the algorithm proposed 
by Kaklauskas and Ghaboussi (2001), a tension stiffening 
relationship has been derived from moment-curvature di-
agrams of reinforced concrete beams, calculated according 
to EC2 technique. The obtained tension stiffening relation-
ship was applied in the numerical experiment, using non-
linear finite element software ATENA and layered mod-
el (Kaklauskas 2004). Theoretical results were compared 
with experimental data of beams reported in the literature 
(Clark, Speirs 1978). The defined tension stiffening rela-
tionship was also applied for calculating the moment-cur-
vature response of reinforced concrete bridge girder.

2. Moment-curvature behaviour according  
to Eurocode 2

Based on Eurocode 2 method, a reinforced concrete bend-
ing member is divided into two regions: region I, un-
cracked, and region II, fully cracked (Fig. 1). In region I, 
both the concrete and steel behave elastically, whereas in 
region II the reinforcing steel carries all the tensile force on 
the member after cracking.

The average strain of cracked reinforced concrete 
member can be expressed as:

	 ε ζ ε ζεm s s= −( ) +1 1 2,	 (1)

where ε ζ ε ζεm s s= −( ) +1 1 2 and ε ζ ε ζεm s s= −( ) +1 1 2 are the strains in region I, uncracked 
state, and region II, fully cracked state, respectively; ζ is 
distribution coefficient, calculated using the equation:
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where σsr and σs2 are the stresses in the tensile steel, calculat-
ed on the basis of a fully cracked section under the cracking 
load Mcr and the load considered M, respectively.

Curvature of uncracked and cracked cross-section 
of RC member is calculated using classical formulae of 
strength of materials, taking into account stiffness of un-
cracked and fully cracked cross-section respectively:

	 ( )
( )

1 2
1 2

,
c

M
k

E I
= 	 (3)

where k1 and k2 are the curvatures in uncracked and fully 
cracked state, respectively; I1 and I2 are the moment of in-
ertia of uncracked and fully cracked states respectively; Ec 
is modulus of elasticity of concrete.

Average curvature of reinforced concrete member 
(Fig. 1) can be expressed as:

	 ( ) 1 21 .mk k k= − ζ + ζ 	 (4)

Cracking moment of reinforced concrete flexural 
member is written as:

	 1cr ctM f W= ,	 (5)

where fct is concrete tensile strength; W1 is section modu-
lus in region I.

3. Method for deriving σt – εt relationships

Tension stiffening relationships most often are defined from 
tension or shear tests. Kaklauskas and Ghaboussi (2001) 
have proposed a method for determining average stress-av-
erage strain relations for concrete in tension from experi-
mental moment-strain (curvature) diagrams of RC beams.

Curvature of reinforced concrete bending member 
can be determined from strains for two different fibres:

	
( ) ( )

,t c s ck
h d

ε − ε ε − ε
= = 	 (6)

where εc and εt are average strains at extreme concrete fibre 
in compression and tension respectively; εs is average ten-
sile reinforcement strain; h and d are the overall depth and 
effective depth of the cross-section, respectively.

The location of the neutral axis can be defined by

	 c c
c

t c s c
y h d

ε ε
= =

ε − ε ε − ε
,	 (7)

and from strain compatibility considerations, the strain at 
any fibre can be expressed as:

	 ,i ikyε = 	 (8)

where yi is the distance of the fibre from the zero strain 
surface.

From equilibrium

	 0cc sc ct stF F F F+ + + = ,	 (9)
Fig. 1. Moment-curvature relationship according to the 
Eurocode 2
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	 0 0cc sc ct stM M M M M+ + + − = ,	 (10)

where F are internal forces, M are internal moments with 
respect to the neutral axis, and M0 is the external bend-
ing moment. The first subscript corresponds to either c for 
concrete or s for steel and the second subscript refers to 
compression (c) and tension (t).

Consider a case when M – k relationships are avail-
able. Then, the position of the neutral axis and average 
strains at any fibre for all loading stages can be determined 
from Eqs (5)–(7). Two equilibrium equations (8) and (9) 
can be solved for any loading stage yielding a solution for 
two unknowns. 

Layered model (Kaklauskas 2004) was employed for 
computation of internal forces in the cross-section. Com-
putation is performed for incrementally increasing load. 
During the first load stage, tensile and compressive con-
crete stresses corresponding to the strains in the extreme 
fibres are computed. These stresses are then used in the 
equilibrium equations for the second load stage, when new 
stresses corresponding to larger extreme fibre strains are 
determined. In this way, stress-strain curves for the tensile 
and compressive concrete are progressively obtained from 
all previous stages and used in the next stage.

In this research, the above technique was applied for 
deriving σt – εt relationships from M – k diagrams calculated 
by EC2. For that purpose, a numerical experiment has been 
carried out. The moment-curvature diagrams were gener-
ated for a number of reinforced concrete beams according 
to EC2 technique. These moment-curvature diagrams were 
used for determining stress-strain relationships of cracked 
tensile concrete. The latter were applied to a non-linear 
calculation using finite element software ATENA and lay-
ered model. Similar analysis for tension reinforced concrete 
members was performed by Girdžius et al. (2007).

4. Parametric analysis

Parametric analysis has been carried out for a bending 
reinforced concrete section shown in Fig. 2. Variation in 
reinforcement ratio (p = As/bd = 0,2; ... 2,0 %), concrete 
grade (C20/25, C30/37 and C35/45) and effective depth 
(d = 0,3; 0,325; 0,35; 0,37; 0,39 m) has been assumed. The 
ratio of the area of compressive and tensile reinforcement, 

2 1
/s sA A , was taken to be 0,25.
In present investigation, influence of variation of the 

above parameters on curvatures of RC beams has been 

analysed. Moment-curvature diagrams for varying values 
of reinforcement ratio, compressive strength and effective 
depth are presented in Figs 3–5. It can be concluded that 
short-term curvatures are mostly influenced by the rein-
forcement ratio and effective depth.

Fig. 2. Details of the beams

Fig. 3. Moment-curvature diagrams for ranging reinforcement 
ratio. Grade of concrete C30/37

Fig. 4. Moment-curvature diagrams for ranging grade of 
concrete. Reinforcement ratio p = 0,6 %

Fig. 5. Moment-curvature diagrams for ranging normalised 
effective depth, d/h. Reinforcement ratio p = 0,6 %, grade of 
concrete C30/37
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The derived stress-strain relationships for tensile con-
crete obtained from the numerical tests are presented in 
Figs 6–8.

5. Application of the derived σt – εt relationships for the 
analysis of experimental RC members

This section discusses application of the derived stress-
strain relationships in modelling curvature analysis of ex-
perimental RC beams tested by Clark and Speirs (1978). 
For that purpose, the σt – εt diagrams were incorporated 
into non-linear finite element software ATENA and lay-
ered model (Kaklauskas 2004). The latter is a simplified 
numerical method based on classical expressions of me-
chanics of materials and use of material diagrams. 

Present investigation employs test data of two beams, 
namely 1R and 2 (Clark, Speirs 1978). The beams were 
nominally 3,5 m long, 400 mm high and 200 mm wide. 
They were tested under a four-point loading system which 
gave a constant moment zone of 1,2 m and two shear spans 
of 1,0 m. Each beam in tension zone was reinforced with 
three bars. However, the specimens had different rein-
forcement diameter and, therefore, different ratio. Main 
parameters of the beams are given in Table 1. 

Moment-curvature diagrams calculated by the lay-
ered model and ATENA software are shown in Figs 9 and 
10 along with test data. It can be concluded that good 
agreement has been achieved between the predictions by 
ATENA and the layered model. It can be also noted that 
the theoretical results fitted well the test data. 

6. Moment-curvature analysis of bridge concrete girder

The derived stress-strain relationships for tensile concrete 
were applied for deformation analysis of bridge concrete 
girder. A girder shown in Fig. 11 is widely used in Lithuania 
and other post Soviet countries. One recent application of 
such girder in bridge engineering is a continuous reinforced 
concrete overpass in Vilnius. Grade of concrete was C30/37 
and reinforcement yield strength, fy, and modulus of elastic-

Fig. 6. Numerically derived t tσ − ε  relationships for varying 
reinforcement ratio

Fig. 7. Numerically derived t tσ − ε  relationships for varying 
grade of concrete 

Fig. 8. Numerically derived t tσ − ε  relationships for varying 
normalised effective depth, d/h 

Fig. 9. Experimental and calculated moment-curvature 
diagrams for the beam 1R

Table 1. Main characteristics of beams tested by Clark and 
Speirs (1978)

Beam Depth, 
mm

Width, 
mm

Tensile reinforcement Concrete 
cube strength, 

MPa
Diameter, 

mm
Area, 
mm2

1R 412 202 25 1472 34,7
2 408 203 20 943 33,3
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ity, Es, were 500 MPa and 200 GPa, respectively. Tensile and 
compressive reinforcement of the girder consisted of 10∅32 
(As1 = 80,42 cm2) and of 2∅16 (As2 = 4,02 cm2) bars, respec-
tively. All needed for the analysis geometrical and material 
characteristics are presented in Fig. 11.

Moment-curvature diagrams for the mid-span sec-
tion were calculated using the EC2 method, ATENA and 
the layered model. Analysis results are shown in Fig. 12. It 
can be seen that the shape of the calculated load-deflec-
tion diagrams was well captured in the present analysis. 
Agreement of the calculations using different techniques 
were within reasonable limits, whereas the predictions by 
the numerical techniques almost coincided. Taking the 
predictions by the EC2 as a reference, it can be concluded 
that the curvatures calculated by ATENA and the layered 
model were slightly underestimated.

It should be noted that M – k diagrams were obtained 
only for the mid-span section of the girder. Analogous 
computations can be carried out for other sections. Such 
sectional analysis may be used for a general analysis of any 
indeterminate bridge structure (continuous beam, frame 
etc.), being thus capable to calculate stresses, strains and 
deflections at any point of bridge structure.

7. Concluding remarks

Present research aimed at deriving tension stiffening rela-
tionships based on EC2 provisions for deformation analy-
sis of bending RC structures. For that purpose, a paramet-
ric study has been carried out. For a number of reinforced 
concrete sections, moment-curvature diagrams were gen-
erated according to EC2 technique. These diagrams were 
used for deriving stress-strain relationships of cracked ten-
sile concrete. The obtained constitutive relationships were 
applied for curvature analysis of experimental RC beams 
reported in the literature. For that purpose, the σt – εt di-
agrams were incorporated into non-linear finite element 
software ATENA and layered model. Good agreement has 
been achieved between the predictions by ATENA and the 
layered model. It can be also noted that the theoretical re-
sults fitted well the test data. The defined stress-strain re-
lationships for tensile concrete were also applied for de-
formation analysis of bridge concrete girder. The shape of 
the calculated load-deflection diagrams was well captured. 
Agreement of the calculations using different techniques 
were within reasonable limits whereas the predictions by 
the numerical techniques almost coincided. 
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Santrauka. Šiame straipsnyje nagrinėjamas supleišėjusiojo lenkiamojo gelžbetoninio elemento tempiamasis 
sustandėjimas pagal Europos normų deformacijų apskaičiavimo metodiką (1992). Pasiūlyta nauja tempia-
mojo sustandėjimo priklausomybė nuo betono klasės, armatūros tamprumo modulio ir armavimo koefici-
ento. Taip pat pasiūlytas nesudėtingas lenkiamojo gelžbetoninio elemento, veikiamo trumpalaikės apkrovos, 
kreivių apskaičiavimo metodas. Statistinė siūlomų modelių analizė parodė, kad gaunamas geras eksperimen-
tinių ir apskaičiuotų kreivių sutapimas, esant eksploatacinei apkrovai.
Reikšminiai žodžiai: įtempiai, deformacijos, lenkimas, pleišėjimas, tempiamasis sustandėjimas.

1. Įvadas

Daugiau kaip prieš šimtą metų atlikti tempiamųjų 
armuotų elementų bandymai (1899) parodė, kad šių 
bandinių vidutinės deformacijos buvo kur kas mažes-
nės už armatūros strypų (be betono) deformacijas. Šį 
reiškinį buvo bandoma paaiškinti supleišėjusio betono 
gebėjimu atlaikyti tempimo įtempius tarp plyšių, o tai 
ir paskatino bendrą elemento standumo padidėjimą.

Plyšio vietoje betonas negali atlaikyti tempimo 
įtempių, todėl visą įrąžą atlaiko armatūra. Kadangi ply-
šyje ir gretimuose pjūviuose armatūra praslysta betono 
atžvilgiu, sąlyčio zonoje atsiranda tangentinių įtem-
pių. Jie perduodami betonui, todėl jis atlaiko tempimo 
įtempius. Armatūros ir betono sąveika ruožuose tarp 
plyšių standina gelžbetoninį elementą. Supleišėjusio 
betono gebėjimas atlaikyti tempimo įtempius vadina-
mas betono tempiamuoju sustandėjimu (angl. Tension 
Stiffening) (Torres et al. 2004). Šis efektas dažniausiai 
modeliuojamas supleišėjusio betono įtempių ir defor-
macijų diagrama, taikant vidutinių plyšių koncepciją.

Pagal Europos normų (EC2) (1992) skaičiavimo 
metodą gelžbetoniniame elemente išskiriami nesuplei-
šėję ir supleišėję ruožai. Laikoma, kad nesupleišėjusio 
gelžbetoninio elemento armatūra yra absoliučiai suki-

busi su betonu, t. y. armatūra ir betonas deformuoja-
si kartu. Supleišėjusiame elemente plyšio vietoje visą 
tempimo jėgą atlaiko armatūra, o tarp plyšių – arma-
tūra ir betonas.

Europos statybos inžinieriai gelžbetoninėms kons-
trukcijoms skaičiuoti taikydami Europos normų (1992) 
metodą gana tiksliai apskaičiuoja gelžbetoninių ele-
mentų deformacijas. Deja, normų metodai negali būti 
taikomi sudėtingų konstrukcijų formos ir apkrovimo 
atvejais. Tokių konstrukcijų analizei taikomi skaitiniai 
metodai, kuriais gali būti įvertinti sudėtingi gelžbeto-
nio elgsenos aspektai ir netiesinės medžiagų savybės. 
Europos normos (1992) pateikia gniuždomojo betono 
modelį, tačiau neduoda supleišėjusio tempiamojo be-
tono modelio (dar vadinamo tempiamojo sustandėji-
mo modeliu), kuris turi didelę įtaką apskaičiuotoms 
deformacijoms. Todėl projektuotojai negali atlikti su-
dėtingesnių konstrukcijų įtempių ir deformacijų būvio 
analizės, taikydami Europos normų (1992) nuostatas. 
Paprastai tempiamojo sustandėjimo modeliai gaunami 
iš tempiamųjų gelžbetoninių elementų eksperimentinių 
tyrimų, o vėliau taikomi skaičiuojant lenkiamuosius 
elementus. Taip apskaičiuojant lenkiamųjų elementų 
deformacijas, dažnai daromos nemažos paklaidos.
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Šiame straipsnyje tempiamojo sustandėjimo mo-
delis nuo betono klasės, betono bei armatūros tam-
prumo modulių santykio ir armavimo koeficiento, 
atitinkantis Europos normų (1992) nuostatas, buvo 
gautas iš lenkiamųjų elementų. Straipsnyje, remiantis 
EC2 (1992) lenkiamojo gelžbetoninio elemento kreivių 
skaičiavimo metodika, pasiūlytas naujas nesudėtingas 
lenkiamųjų gelžbetoninių elementų, veikiamų trumpa-
laike apkrova, kreivių skaičiavimo metodas.

2. Lenkiamojo supleišėjusio gelžbetoninio  
elemento apkrovos ir kreivio nustatymas  
pagal EC2 skaičiavimo metodą (1992)

Pagal EC2 (1992) supleišėjusio lenkiamojo gelžbeto-
ninio elemento vidutinis kreivis apskaičiuojamas taip:

	 ( )κ = −ξ κ + ξκ1 21m ,	 (1)

čia k1 ir k2 – atitinkamai nesupleišėjusio ir supleišėju-
sio lenkiamojo gelžbetoninio elemento kreiviai; x – pa-
siskirstymo koeficientas nustatomas taip:

	  
ξ = −β 

 

2

1 crM
M

,	 (2)

čia b – koeficientas, kuriuo įvertinama apkrovos tru-
kmė ir pobūdis (1 – esant trumpalaikei apkrovai, 0,5 – 
esant ilgalaikei arba ciklinei apkrovai); M ir Mcr  – 
veikiantis ir pleišėjimo momentas; kreiviai k1 ir k2 
apskaičiuojami pagal šias formules:

	 κ =1
1c

M
E I

,	 (3)

	 κ =2
2c

M
E I

,	 (4)

čia Ec – betono tamprumo modulis; I1 ir I2 – atitin-
kamai nesupleišėjusio ir supleišėjusio lenkiamojo gelž-
betoninio elemento redukuoti skerspjūvio inercijos 
momentai.

Lenkiamojo gelžbetoninio elemento pleišėjimo 
momentas Mcr pagal EC2 metodiką (1992) apskai
čiuojamas taip:
	 = 1cr ctM W f ,	 (5)

čia  W1 – elemento skerspjūvio atsparumo momentas 
esant tampriai stadijai; fct – betono tempiamasis stipris 
(vidutinis).

3. Betono tempiamojo sustandėjimo modelis

Šiame skyriuje pateikiamas betono tempiamojo su-
standėjimo modelis lenkiamųjų gelžbetoninių elemen-
tų įtempiams ir deformacijoms apskaičiuoti.

Betono tempiamojo sustandėjimo priklausomy-
bei gauti buvo atliktas skaitinis eksperimentas, kurio 
metu apskaičiuotos elementų momentų ir kreivių di-
agramos, taikant EC2 kreivių skaičiavimo metodiką 
(1992). Vėliau, taikant sluoksnių metodą (Kaklauskas, 
Ghaboussi 2001), gautosioms momentų ir kreivių di-
agramoms buvo apskaičiuotos tempiamojo betono vi-
dutinių įtempių ir vidutinių deformacijų kreivės. Re-
miantis skaitinio eksperimento rezultatais gauta nauja 
betono tempiamojo sustandėjimo kreivė.

3.1. Skaitinis eksperimentas

Atliekant skaitinį eksperimentą buvo išnagrinėta 450 
lenkiamųjų gelžbetoninių elementų, kurių skerspjūvio 
geometriniai rodikliai buvo tokie: plotis  - 200 mm, 
aukštis - 400 mm. Analizuojamų elementų armavimo 
koeficientas (r = 0,2–2,0 %), betono klasė (C20/25, 
C40/50, C60/75), armatūros tamprumo modulis (Es = 
170, 200, 210 GPa) bei naudingasis skerspjūvio aukštis 
(d = 0,30–0,39 m) buvo skirtingi. Šie parametrai buvo 
pagrindiniai rodikliai skaičiuojant elementų momentų 
ir kreivių diagramas. Nagrinėtas dviatramės sijos, ap-
krautos dviem koncentruotomis apkrovomis, grynojo 
lenkimo ruožas.

Skaitinio eksperimento metu buvo atliktos anali-
zės, keičiant elementų medžiagų fizinius mechaninius 
ir geometrinius rodiklius (1 lentelė).

1 lentelė. Pagrindiniai gelžbetoninių sijų parametrai
Table 1. The main parameters of RC beams

Elementų 
grupė

Elementų 
pogrupis r, % Betono 

klasė
Es, 

GPa
d,
m =

dp
h

I
1 0,6

1,0
2,0

C20/25
210 0,37 0,925

2 C40/50

II
1 1,0 C20/25

C40/50
C60/75

210 0,37 0,925
2 2,0

III
1 1,0

C20/25 210
0,30
0,35
0,39

0,75
0,875
0,9752 2,0

IV
1 1,0

C20/25
170
195
210

0,37 0,925
2 2,0

Pastabos:
- skaičiuojant imti pastovūs dydžiai;
- dydžiai, pagal kuriuos sudaryti elementų pogrupiai;
- skaičiuojant imti kintami dydžiai.
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Atliekant skaičiavimus buvo sudarytos keturios 
elementų grupės, kurios skyrėsi vienu iš nagrinėjamų 
parametrų (1 lentelė). Papildomai analizei atlikti kie-
kviena grupė buvo padalyta į du pogrupius, naudojant 
naują kintamąjį dydį (1 lentelė).

Įvairių parametrų įtaka lenkiamųjų gelžbetoni-
nių elementų įtempių ir deformacijų būviui pateikta 
1–4 pav.

Pirmoji analizė buvo atlikta dviem skirtingų beto-
no klasių elementų pogrupiams imant, kad armatūros 
tamprumo modulis Es ir efektyvusis skerspjūvio aukš-
tis d yra pastovūs (1 lentelė).

Atliekant skaičiavimus, kiekvienam elementų po-
grupiui papildomai buvo imti skirtingi armavimo ko-
eficientai r (1 lentelė). Gautosios elementų momentų 

ir kreivių diagramos, esant skirtingiems armavimo ko-
eficientams r, pateiktos 1 pav.

Iš gautųjų rezultatų (1 pav.) matyti, kad armavimo 
koeficientas r turi didelę įtaką supleišėjusių lenkiamų-
jų gelžbetoninių elementų standumui ir beveik neturi 
įtakos pleišėjimo momentui.

Kiti du analizuojamų elementų pogrupiai skyrėsi 
armavimo koeficientu r, tačiau turėjo nekintamą ar-
matūros tamprumo modulį Es ir efektyvųjį skerspjūvio 
aukštį d (1 lentelė). Kiekvienam iš elementų pogrupių 
buvo atlikti atskiri skaičiavimai, imant kintamas betono 
klases (1 lentelė). Skaičiavimų rezultatai pateikti 2 pav.

Iš gautųjų momentų ir kreivių diagramų (2 pav.) 
matyti, kad betono klasė turi didelę įtaką lenkiamų-
jų gelžbetoninių elementų deformacijoms. Elementų, 

2 pav. Momentų ir kreivių diagramos kintant betono klasei:  
a - r = 1,0 %; b - r = 2,0 %

Fig. 2. Moment-curvature diagrams of ranging the grade of 
concrete: a - r = 1,0 %; b - r = 2,0 %

a)

b)

150

120

90

60

30

0

M
, 

K
N

m

� = 0,6 %

� = 1,0 %

� = 2,0 %

k, 1/m

0 0,0015 0,003 0,0045 0,006 0,0075

150

120

90

60

30

0

M
, 

K
N

m

k, 1/m

0 0,0015 0,003 0,0045 0,006 0,0075

� = 0,6 %

� = 1,0 %

� = 2,0 %

1 pav. Momentų ir kreivių diagramos, esant skirtingiems 
armavimo koeficientams: a - betono klasė C20/25;  

b - betono klasė C40/50
Fig. 1. Moment-curvature diagrams of ranging reinforcement 
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kurių armavimo koeficientas ρ =1,0  %, betono klasei 
mažėjant nuo C60 /75 iki C20 /25, atitinkamai iki 41 % 
gali sumažėti pleišėjimo momentas. Stipriau armuo-
tuose elementuose, kai ρ = 2,0  %, betono klasei kin-
tant nuo C60 /75 iki C20 /25, pleišėjimo momentas gali 
sumažėti iki 29 %.

Taip pat buvo išanalizuoti elementų pogrupiai, 
kurių armavimo koeficientai r buvo skirtingi, bet pa-
stovūs medžiagų fiziniai ir mechaniniai rodikliai, t. y. 
betono klasė bei armatūros tamprumo modulis Es  
(1 lentelė). Šios analizės metu buvo atlikti papildomi 
skirtingų elementų skaičiavimai, keičiant efektyvųjį 
skerspjūvio aukštį d (1 lentelė). Apskaičiuotosios ele-
mentų momentų ir kreivių diagramos, kintant nau-
dingajam elemento skerspjūvio aukščiui d, pateiktos  
3 pav.

Remiantis gautosiomis kreivėmis (3 pav.) galima 
teigti, kad efektyvus skerspjūvio aukštis d turi įtakos 
lenkiamųjų gelžbetoninių elementų standumui, bet ne-
turi įtakos pleišėjimo apkrovai.

Paskutinė analizė buvo atlikta elementų, turin-
čių skirtingus armavimo koeficientus r, pogrupių, 
imant nekintamą betono klasę ir pastovų efektyvųjį 
skerspjūvio aukštį d (1 lentelė). Buvo atlikti papildomi 
kiekvieno iš nagrinėjamų elementų pogrupių skaičia-
vimai, imant skirtingą armatūros tamprumo modulį Es  
(1 lentelė). Gautieji rezultatai pateikti 4 pav.

Iš momentų ir kreivių diagramų (4 pav.) matyti, 
kad didėjant armatūros tamprumo moduliui Es supleišė-
jusio lenkiamojo gelžbetoninio elemento standumas di-
dėja. Pažymėtina, kad armatūros tamprumo modulis Es 
praktiškai neturi įtakos elemento pleišėjimo momentui.

3 pav. Momentų ir kreivių diagramos kintant naudingajam 
skerspjūvio aukščiui: a - r = 1,0 %; b - r = 2,0 %

Fig. 3. Moment-curvature diagrams of ranging normalised 
effective depth: a - r = 1,0 %; b - r = 2,0 %

4 pav. Momentų ir kreivių diagramos kintant armatūros 
tamprumo moduliui: a - r = 1,0 %; b - r = 2,0 %

Fig. 4. Moment-curvature diagrams of ranging an elastic 
modulus of reiforcement: a - r = 1,0 %; b - r = 2,0 %
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Atlikus regresinę analizę nustatyta, kad didžiausią 
įtaką betono tempiamajam sustandėjimui turi armavi-
mo koeficientas r bei medžiagų mechaniniai ir fiziniai 
parametrai, t. y. armatūros Es ir betono Ec tamprumo 
moduliai. Gautosioms elementų momentų ir kreivių 
diagramoms (1–4 pav.) taikant sluoksnių metodą (Ka-
klauskas, Ghaboussi 2001), buvo apskaičiuotos tempia-
mojo betono vidutinių įtempių ir vidutinių deformaci-
jų kreivės. Skaičiavimai atlikti toms pačioms elementų 
grupėms (1 lentelė), keičiant parametrus, turinčius 
įtakos betono tempiamajam sustandėjimui.

Gautosios vidutinių įtempių ir vidutinių defor-
macijų diagramos išreiškiamos santykiniais dydžiais
σ / ctf  ir ε ε/ cr  bei pateikiamos 5–8 pav.

Pirmosios vidutinių įtempių ir vidutinių deforma-
cijų diagramos (5 pav.) gautos dviem skirtingų betono 

klasių elementų pogrupiams tarus, kad armatūros tam-
prumo modulis Es ir efektyvusis elemento skerspjūvio 
aukštis d yra pastovūs (1 lentelė). Atliekant skaičiavi-
mus, kiekvienam elementų pogrupiui buvo imti skir-
tingi armavimo koeficientai r (1 lentelė).

Kaip matyti iš 5 pav., stipriai armuotų elementų  
(ρ = 2,0 %) betono tempiamasis sustandėjimas yra ge-
rokai mažesnis, lyginant su mažai ir vidutiniškai ar-
muotais elementais (ρ ≤1,0 %).

Antroji analizė buvo atlikta dviem skirtingų beto-
no klasių elementų pogrupiams tarus, kad armatūros 
tamprumo modulis Es ir efektyvusis elemento skers-
pjūvio aukštis d yra pastovūs (1 lentelė). Buvo atlikti 
papildomi kiekvieno iš elementų pogrupių skaičiavi-
mai, imant skirtingas betono klases (1 lentelė). Gauto-
sios tempiamojo betono vidutinių įtempių ir vidutinių 

5 pav. Skaitiškai nustatytos betono tempiamojo sustandėjimo 
diagramos, kintant armavimo koeficientui:  

a - C20/25; b - C60/75
Fig. 5. Numerically derived tension stiffening diagrams  

of varying reinforcement ratio:  
a - C20/25; b - C60/75

6 pav. Skaitiškai nustatytos betono tempiamojo sustandėjimo 
diagramos, kintant betono klasei: a - r = 1,0 %; b - r = 2,0 %
Fig. 6. Numerically derived tension stiffening diagrams for a 

varying grade of concrete: a - r = 1,0 %, b - r = 2,0 %
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deformacijų diagramos, kintant betono klasėms, pa-
teiktos 6 pav. Kaip matyti, diagramos, išreikštos san-
tykiniais įtempiais σ / ctf , praktiškai sutapo. Analizės 
metu nustatyta, kad didėjant betono tempiamajam sti-
priui, didėja tempimo įtempiai betone.

Trečios analizės metu gautosios vidutinių įtempių 
ir vidutinių deformacijų diagramos pateiktos 7 pav.

Šios diagramos buvo apskaičiuotos elementų, 
turinčių skirtingus armavimo koeficientus r, pogru-
piams, imant nekintamą armatūros tamprumo modulį 
Es ir pastovią betono klasę (1 lentelė).

Buvo atlikti papildomi kiekvieno iš nagrinėjamų 
elementų pogrupių skaičiavimai, imant skirtingą ele-
mento efektyvųjį skerspjūvio aukštį d (1 lentelė).

Gautieji rezultatai (7 pav.) rodo, kad elemento 
efektyviojo skerspjūvio aukščio d įtaka betono tem-

piamojo sustandėjimo diagramos formai yra nedidelė.
Paskutinė analizė buvo atlikta elementų, turėjusių 

skirtingus armavimo koeficientus r, pogrupių, imant 
nekintamą betono klasę ir pastovų skerspjūvio efekty-
vųjį aukštį d (1 lentelė).

Šios analizės metu buvo atlikti skirtingų elementų 
pogrupių skaičiavimai keičiant armatūros tamprumo 
modulį Es (1 lentelė). Apskaičiuotosios vidutinių įtem-
pių ir vidutinių deformacijų diagramos, kintant arma-
tūros tamprumo moduliui Es, pateiktos 8 pav.

Atlikta analizė (8 pav.) rodo, kad armatūros tam-
prumo modulio Es įtaka betono tempiamojo sustandė-
jimo diagramos formai nedidelė.

7 pav. Skaitiškai nustatytos betono tempiamojo sustandėjimo 
diagramos, kintant naudingajam skerspjūvio aukščiui:  

a - r = 1,0 %; b - r = 2,0 %
Fig. 7. Numerically derived tension stiffening diagrams of 

varying normalised effective depth:  
a - r = 1,0 %; b - r = 2,0 %

8 pav. Skaitiškai nustatytos betono tempiamojo sustandėjimo 
diagramos, kintant armatūros tamprumo moduliui:  

a - r = 1,0 %; b - r = 2,0 %
Fig. 8. Numerically derived tension stiffening diagrams  

of varying an elastic modulus of reiforcement:  
a - r = 1,0 %; b - r = 2,0 %
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3.2. Betono tempiamojo sustandėjimo 
priklausomybė

Įvertinant supleišėjusio elemento darbą tarp plyšių, 
svarbu, kad jo deformacijų apskaičiavimo metodas 
būtų tikslus ir paprastas. Kaip buvo minėta, didžiausią 
įtaką betono tempiamajam sustandėjimui turi armavi-
mo koeficientas r bei medžiagų mechaniniai ir fiziniai 
parametrai, t. y. armatūros Es ir betono Ec tamprumo 
moduliai.

Pasiūlytame modelyje imtas vienas nepriklauso-
mas kintamasis - armavimo koeficiento r ir armatū-
ros Es bei betono Ec tamprumo modulių santykio n 
sandauga rn.

Atlikus skaitinio eksperimento rezultatų analizę 
nustatyta, kad betono tempiamąjį sustandėjimą galima 
aprašyti tokia formule:

	 σ =
 ε

+ ⋅ − ε 

0,5

1 1

ct
t

cr

f

A

, 	 (6)

čia A – koeficientas, apskaičiuojamas taip:

	 = + ρ0,76 0,165A n = + ρ0,76 0,165A n . 	 (7)

Apskaičiuota, kad parametro rn koreliacijos koe-
ficientas lygus 0,921, o pasiūlytojo modelio determina-
cijos koeficientas – =2 0,943r .

Paminėtina, kad jei elementas nėra armuotas, t. y. 
ρ = 0, (6) priklausomybė betono tempiamojo sustan-
dėjimo neapima.

Būtina pažymėti, kad pasiūlytoji (6) formulė tin-
kama taikyti lenkiamųjų gelžbetoninių elementų de-
formacijų intervale.

Skaitinio eksperimento (ištisinė linija) ir siūlomos 
priklausomybės (punktyrinė linija) (6) betono tem-
piamojo sustandėjimo kreivių lyginimo grafikai, esant 
skirtingiems armavimo koeficientams r, parodyti  
9 pav., a. Apskaičiuotos momentų ir kreivių diagramos, 
esant skirtingiems armavimo koeficientams r, taikant 
pagal pasiūlytąjį modelį gautas betono tempiamojo su-
standėjimo kreives, ir momentų bei kreivių diagramos, 
apskaičiuotos pagal EC2 metodą (1992), atitinkamai 
punktyrine bei ištisine linijomis pateiktos 9 pav., b.

Grafinė analizė (9 pav., a) rodo, kad esant skirtin-
giems armavimo koeficientams r, gauta gera skaitinių 
eksperimentų bei siūlomos lenkiamojo gelžbetoninio 
elemento betono tempiamojo sustandėjimo priklauso-
mybės (6) atitiktis.

9 pav., b, rodo, kad esant skirtingiems armavimo 
koeficientams r, gautas geras EC2 metodo (1992) ir pa-
siūlytojo modelio (6) skaičiavimo rezultatų sutapimas.

4. Lenkiamojo gelžbetoninio elemento,  
veikiamo trumpalaike apkrova,  
kreivių apskaičiavimo metodas

Šiame skyriuje pateikiamas pasiūlytas nesudėtingas 
lenkiamųjų gelžbetoninių elementų kreivių apskaičia-
vimo metodas.

Kaip parodyta 10 pav., momentų ir kreivių diagra-
ma sudalijama į dvi tiesines dalis: nesupleišėjusio ir su-
pleišėjusio elemento stadijas. Esant tampriajai stadijai 
kreiviai κel  apskaičiuojami pagal formulę:

	 κ =el
c el

M
E I

,	 (8)

čia elI  – nesupleišėjusio lenkiamojo gelžbetoninio ele-
mento inercijos momentas.

Iš pateiktos diagramos (10 pav.) dydis g nustato-
mas remiantis EC2 kreivių skaičiavimo metodu (1992),  

9 pav. Betono tempiamojo sustandėjimo kreivės (a), 
apskaičiuotos M ir k diagramos (b)
Fig. 9. Tension stiffening curves (a),  

calculated M – k diagrams (b)
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esant 0,6 Mu apkrovos intensyvumo lygiui, ir apskai-
čiuojamas taip:

	
α

γ =
α

1tg
tg

 arba γ = pl

el

I
I

,	 (9)

čia
	 α =tg c elE I ,	 (10)

	 α =1tg c plE I ,	 (11)

plI  – supleišėjusio lenkiamojo gelžbetoninio elemento 
inercijos momentas.

Tada supleišėjusio lenkiamojo gelžbetoninio ele-
mento kreiviai k nustatomi taip:

	
−

κ = +
γ

cr cr

c el c el

M M M
E I E I

.	 (12)

Remiantis skaitinio eksperimento metu gautosio-
mis momentų ir kreivių diagramomis, esant 0,6 uM  
apkrovos intensyvumo lygiui, buvo atlikta regresinė 
analizė koeficientui γ nustatyti:

  
                 

( )

γ = − − −

ρ − + ρ 
 

0,4

0,3540,033

0,4360,092ln

d
h
nh d n
d h

	
( )

γ = − − −

ρ − + ρ 
 

0,4

0,3540,033

0,4360,092ln

d
h
nh d n
d h

.	 (13)

Apskaičiuoti elementų, turinčių skirtingus arma-
vimo koeficientus r, kreiviai, atitinkantys 0,6 uM  ap-
krovos intensyvumo lygį, taikant pasiūlytąjį bei EC2 
(1992) metodus, pateikti 11 pav.

Gautieji rezultatai išreikšti santykiniais dydžiais 
γ γ/calc obs .

Kaip matyti iš 11 pav., pasiūlytas lenkiamųjų 
gelžbetoninių elementų kreivių skaičiavimo metodas 
(12 priklausomybė) gerai atitinka EC2 metodo (1992) 
skaičiavimo rezultatus.

5. Eksperimentinių lenkiamųjų supleišėjusių 
gelžbetoninių elementų deformacijų skirtingais 
skaičiavimo metodais analizė

Šiame skyriuje pateikiama lenkiamųjų gelžbetoninių 
elementų kreivių skaičiavimo metodų tikslumo analizė.

Be pasiūlytų supleišėjusio betono tempiamojo 
sustandėjimo modelio (6 priklausomybė) ir metodo 
apskaičiuoti lenkiamojo gelžbetoninio elemento krei-
vį (12 priklausomybė), buvo analizuojami šie normų 
metodai ir betono tempiamojo sustandėjimo modeliai: 
EC2 (1992), SP 52-101 (2003), CEB-FIP (1993), STR 
2.05.05:2005 (2005), Collins, Mitchell (1991), Fields, 
Bischoff (2004), Hsu (1993).

Analizės metu buvo panaudoti šešių autorių eks-
perimentiniai duomenys (iš viso 40 gelžbetoninių 
sijų). Visos sijos buvo stačiakampio skerspjūvio. Clark, 
Speirs (1978), Ashour (2000) ir kt. išbandytus elemen-
tus galima charakterizuoti kaip vidutiniškai ir stipriai 
armuotus, o dauguma Figarovskio (1962), Gushcha 
(1967), Kaklausko, Gribniak (2005) nagrinėtų sijų 
buvo silpnai armuotos. Pagrindinės eksperimentinių 
duomenų geometrinės ir medžiagų charakteristikos 
pateiktos 2 lentelėje. Kaip matyti, sijų armavimo koe-
ficientas ir betono stipris kito gan plačiai.

Sijų kreiviai buvo apskaičiuoti dešimtyje apkrovos 
lygių, t. y. { }′ = 0,1; 0,2; ...; 0,9; 1M , čia ′M  apskaičiuo-
jamas pagal formulę:

	 ( ) ( )′ = − −/cr u crM M M M M ,	 (14)

čia uM  – lenkiamojo gelžbetoninio elemento laikomo-
ji galia, esant armatūros takumo ribai = 400ydf  MPa; 

crM  – pleišėjimo momentas, apskaičiuotas pagal EC2 
(1992).

Deformacijų skaičiavimo tikslumas buvo įvertin-
tas santykinėmis paklaidomis ∆ ,i n :

	 ∆ =, /i n calc obsx x , =1; 2; 3...10i , = 40n ,	 (15)

čia calcx  ir obsx  - atitinkamai apskaičiuotos ir ekspe-
rimentiniu būdu nustatytos lenkiamųjų gelžbetoninių 
elementų deformacijos; i-tosios apkrovos 'M  lygis.

10 pav. Lenkiamojo gelžbetoninio elemento M ir κ diagrama
Fig. 10. − κM  diagram of the RC element in bending
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Fig. 11. γ γ/calc obs  for varying reinforcement ratio r
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Vertinant skaičiavimo metodų tikslumą, buvo nu-
statyti santykinės paklaidos ∆ ,i n  vidurkis ∆m  ir vidu-
tinis kvadratinis nuokrypis ∆

2s . Įlinkių apskaičiavimo 
atitiktis eksperimentiniams duomenims įvertintas tai-
kant pasikliautinųjų intervalų metodą.

Analizė parodė, kad skaičiavimo tikslumas pri-
klauso nuo tempiamosios zonos armavimo koefici-
ento r. Todėl buvo sudaryti trys analizės intervalai: 
ρ < 0,5% , ≤ ρ ≤0,5% 1,0%  ir ρ >1,0% .

Pažymėta, kad didžiausią įtaką visų metodų tiks-
lumui turi elemento tempiamosios zonos armavimo 
procentas r ir apkrovimo intensyvumas. Didžiausios 
paklaidos nustatytos mažai armuotų eksperimentinių 
duomenų (ρ < 0,5  %) intervale.

Santykinės paklaidos vidurkis ir vidutinis kvadra-
tinis nuokrypis atskiriems metodams atitinkamai kito 
taip: 0,97–1,74 ir 0,082-0,553 (EC2, 1992), 0,93–2,32 
ir 0,736-0,539 (SP 52-101, 2003), 0,94–1,90 ir 0,115-
0,984 (STR 2.05.05:2005, 2005), 0,64–1,27 ir 0,097-
0,390 (CEB–FIP, 1993), 0,81–1,33 ir 0,086-0,405 (Col-
lins, Mitchell 1991), 0,66–1,90 ir 0,079-0,721 (Fields, 
Bischoff 2004), 0,92–1,26 ir 0,074-0,280 (Hsu 1993), 
0,96–1,75 ir 0,075-0,541 (6 priklausomybė), 1,05–1,69 
ir 0,102-0,448 (12 priklausomybė).

Vidutiniškai ir stipriai armuotų lenkiamųjų gelž-
betoninių elementų (ρ >1,0  %) santykinės paklaidos 
vidurkis ir vidutinis kvadratinis nuokrypis atitinkamai 
buvo: 0,88–1,05 ir 0,066-0,146 (EC2, 1992), 0,86–1,07 
ir 0,066-0,170 (SP 52-101, 2003), 0,97–1,03 ir 0,057-
0,219 (STR 2.05.05:2005, 2005),  0,83–0,87 ir 0,032-
0,112 (CEB–FIP, 1993), 0,86–0,90 ir 0,037-0,108 (Col-
lins, Mitchell 1991), 0,91–1,03 ir 0,059-0,164 (Fields, 
Bischoff 2004), 0,89–0,90 ir 0,048-0,107 (Hsu 1993), 
0,91–1,08 ir 0,050-0,146 (6 priklausomybė), 0,91–0,94 
ir 0,068-0,148 (12 priklausomybė).

Nustatyta, kad, taikant pasiūlytąjį betono tempia-
mojo sustandėjimo modelį, gautą iš lenkiamųjų gelž-
betoninių elementų (6 priklausomybė), apskaičiuotieji 
kreiviai gerai atitinka EC2 skaičiavimo metodikos 
(1992) rezultatus.

6. Išvados

1.	Europos statybos inžinieriai gelžbetoninių kons-
trukcijų skaičiavimams taikydami Europos normų 
(EC2) metodą gana tiksliai apskaičiuoja gelžbeto-
ninių elementų deformacijas. Deja, normų metodai 
negali būti taikomi sudėtingų konstrukcijų formos 
ir apkrovimo atvejais. Tokių konstrukcijų analizei 
taikomi skaitiniai metodai, kuriais gali būti įvertinti 
sudėtingi gelžbetonio elgsenos aspektai bei netie-
sinės medžiagų savybės. Europos normos pateikia 
gniuždomojo betono modelį, tačiau neduoda suplei-
šėjusio tempiamojo betono modelio (dar vadinamo 
tempiamojo sustandėjimo modeliu), kuris turi dide-
lę įtaką apskaičiuotoms deformacijoms. Todėl pro-
jektuotojai negali atlikti sudėtingesnių konstrukcijų 
įtempių ir deformacijų būvio analizės, taikydami 
Europos normų nuostatas.

2.	Paprastai tempiamojo sustandėjimo modeliai gau-
nami iš tempiamųjų gelžbetoninių elementų eks-
perimentinių tyrimų, o vėliau taikomi skaičiuojant 
lenkiamuosius elementus. Taip apskaičiuojant len-
kiamųjų elementų deformacijas, dažnai daromos 
nemažos paklaidos. Šiame straipsnyje tempiamojo 
sustandėjimo modelis, atitinkantis Europos normų 
nuostatas, buvo gautas iš lenkiamųjų elementų.

3.	Tempiamojo sustandėjimo modelis gautas taikant 
skaitinį eksperimentą iš momentų ir kreivių dia-
gramų, apskaičiuotų pagal Europos normas. Gauta-
sis tempiamojo betono modelis sudarytas iš dviejų 

2 lentelė. Pagrindinės gelžbetoninių sijų charakteristikos
Table 2. The main characteristics of RC beams

Autorius n, vnt. L0, m h, mm b, mm r, % fcm, MPa
Clark, Speirs (1978) 14 3,2 200–500 200 0,44–1,98 23,0–39,6
Kaklauskas, Gribniak (2005) 7 3,0 300 280 0,30 40,7–54,6
Gushcha (1967) 4 3,6 300 150 0,30–0,80 30,9–42,0
Figarovskij (1962) 7 3,0 250 180 0,40–0,90 29,4–37,1
Ashour (2000) 6 3,08 250 200 1,20–2,40 60,8–98,1
Nejadi (2005) 2 3,5 333–348 250 0,50 45,0

Iš viso 40 3,00–3,60 200–500 150–280 0,30–2,40 23,0–98,1

Pastabos: n - elementų kiekis; L0 - skaičiuojamasis elemento ilgis; h ir b - atitinkamai elemento aukštis ir plotis; r - elemento 
tempiamosios zonos armavimo koeficientas; fcm - betono gniuždomasis stipris
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dalių: kylančios tampriosios ir krintančios, atitin-
kančios supleišėjusio betono elgseną. Krintančios 
diagramos dalies forma labiausiai priklauso nuo tem-
piamojo betono stiprio, armavimo koeficiento bei 
armatūros ir betono tamprumo modulių santykio.

4.	Pasiūlyta supleišėjusio betono tempiamojo sustan-
dėjimo priklausomybė gerai atitinka EC2 skaičia-
vimo rezultatus (mažai armuotų elementų atveju 
ρ < 0,5  % skaičiavimo paklaida apie 1 %; kitu atve-
ju, kai armavimo koeficientas ρ >1,0  %, skaičiavi-
mo paklaida - iki 2 %).

5.	Pasiūlytas supaprastintas supleišėjusio lenkiamojo 
gelžbetoninio elemento, veikiamo trumpalaikės ap-
krovos, kreivių apskaičiavimo metodas.

6.	Pasiūlytas supleišėjusio lenkiamojo gelžbetoninio 
elemento, veikiamo trumpalaikės apkrovos, krei-
vių nustatymo metodas gerai atitinka EC2 skaičia-
vimo rezultatus (mažai armuotų elementų atveju 
ρ < 0,5 %, skaičiavimo paklaida apie 1 %; kitu atve-
ju, kai armavimo koeficientas ρ >1,0  %, skaičiavi-
mo paklaida - iki 2 %).

Literatūra
Ashour, S. A. 2000. Effect of compressive strength and tensile 

reinforcement ratio on flexural behaviour of high-strength 
concrete beams, Engineering Structures 22(5): 413–423. 
doi:10.1016/S0141-0296(98)00135-7

CEB−FIP Model Code 90. 1993. Comite Euro−International du 
Beton−Federation Internationale de la Precontrainte, Ed. 
Telford, T. London.

Clark, L. A.; Speirs, D. M. 1978. Tension Stiffening in Reinforced 
Concrete Beams and Slabs under Short-Term Load. Technical 
Report 42.521, Cement and Concrete Association. 19 p.

Collins, M. P.; Mitchell, D. 1991. Prestressed Concrete Structures. 
Prentice-Hall Inc., Englewood Cliffs, N. J. 766 p.

Considere. 1899. Influence des Armatures Metalliques sur le 
Properietes des Mortiers et Beton (Influence of metal re-
inforcement on the properties of mortar and concrete), Le 
Genie Civil 34(15): 229–233.

Eurocode No. 2 (EC2). Design of Concrete Structures, Part 
General Rules and Rules for Buildings. Brussels, Belgium. 
1992. 230 p.

Fields, K.; Bischoff, P. H. 2004. Tension stiffening and cracking 
of high-strenght reinforced concrete tension members, ACI 
Structural Journal 101(4): 447–456.

Figarovskij, V. V. 1962. Experimental Investigation of Stiffness 
and Cracking of Reinforced Concrete Flexural Members 
Subjected to Short-Term and Long-Term Loading 
[Экспериментальное исследование жёсткости и трещи-
ностойкости изгибаемых железобетонных элементов 
при кратковременном и длительном действии нагруз-
ки]: PhD dissertation. Moscow: NIIZhB. 210 p. (in Russian).

Gushcha, Yu. P. 1967. Investigation of Elastic-Plastic Behaviour 
of Flexural Concrete Beams Reinforced with Deformed Bars 
[Исследование изгибаемых железобетонных элементов 
при работе стержневой арматуры в упруго-пластиче-
ской стадии]: PhD dissertation. Moscow: NIIZhB. 210 p. 
(in Russian).

Hsu, T. C. T. 1993. Unified Theory of Reinforced Concrete. CRC 
Press, Inc. 336 p.

Kaklauskas, G.; Ghaboussi J. 2001. Stress-strain relations for 
cracked tensile concrete from RC beam tests, Journal of 
Structural Engineering ASCE 127(1): 64–73. 
doi:10.1061/(ASCE)0733-9445(2001)127:1(64)

Kaklauskas, G.; Gribniak, V. 2005. Effects of shrinkage on ten-
sion stiffening in RC members, in Proceedings of the fib 
Symposium Structural Concrete and Time, Grafikar Sociedad, 
La Plata, 1: 453–460.

Nejadi, S. 2005. Time-Dependent Cracking and Crack Control in 
Reinforced Concrete Structures: PhD dissertation. University 
of New South Wales. 390 p.

SP 52-101. 2003. Concrete and Reinforced Concrete Structures 
Without Prestressing [Бетонные и железобетонные кон-
струкции без предварительного напряжения арматуры]. 
Moscow (in Russian).

STR 2.05.05:2005. 2005. Betoninių ir gelžbetoninių konstrukcijų 
projektavimas. Vilnius: Lietuvos Respublikos aplinkos minis-
terija. 121 p.

Torres, L.; López-Almansa, F.; Bozzo, L. M. 2004. Tension-
stiffening model for cracked flexural concrete members, 
Journal Structural Engineering 130(8): 145–155. 
doi:10.1061/(ASCE)0733-9445(2004)130:8(1242)

Statybinės konstrukcijos ir technologijos, 2011, 3(3): 112–122 121

http://dx.doi.org/10.1016/S0141-0296(98)00135-7
http://dx.doi.org/10.1061/(ASCE)0733-9445(2001)127:1(64)
http://dx.doi.org/10.1061/(ASCE)0733-9445(2004)130:8(1242)


A SHORT-TERM DEFORMATION ANALYSIS METHOD  
OF FLEXURAL REINFORCED CONCRETE MEMBERS

R. Girdžius, G. Kaklauskas, R. Zamblauskaitė, R. Jakubovskis

Abstract. The deformation analysis of cracked reinforced concrete (RC) members is not straightforward and often contro-
versial. The main difficulties arise from the complex structure of concrete matrix, different mechanical properties of concrete 
and reinforcement, the creep and shrinkage of concrete and tension stiffening. The latter effect is related to intact concrete 
and reinforcement interaction between cracks. Tension stiffening effect has a significant influence on the results of a short-
term deformation analysis of RC members. The present research is aimed at deriving tension-stiffening relationship in accor-
dance with the provisions of the Eurocode 2 technique. Using the inverse technique proposed by the second author, tensi-
on-stiffening constitutive laws were derived from the moment-curvature diagrams of RC beams calculated by Eurocode 2. 
The diagrams were calculated for a number of RC sections having a different amount of tensile reinforcement, the grade of 
concrete, effective depth and a modulus of steel elasticity. For the above model parameters, 450 moment-curvature diagrams 
were generated. For each of them, tension-stiffening relationships were obtained. The performed regression analysis led to 
analytical tension – stiffening relationship, which takes into account the reinforcement ratio, modulus ratio and concrete 
grade. A simplified short-term deformation analysis method of flexural RC members has been also proposed. This method 
is based on a bi-linear moment-curvature diagram: elastic and cracked parts. For the cracked part of the moment-curvature 
diagram, coefficient γ was introduced, which deals with the degradation of stiffness after cracking. An analytical expression 
was proposed for calculating coefficient γ, which takes into account the effective depth of the beam, reinforcement ratio and 
modulus ratio. A statistical verification of the proposed models has shown that a good agreement between calculated and 
experimental results was obtained at service loadings.

Keywords: stress-strain response, bending, cracking, tension-stiffening.
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