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Reziumeé

Disertacijoje nagrinéjamy temy atsiradima paskatino didéjanti statybiniy konst-
rukcijy projektavimo sparta ir dél to kylantis naujy bei efektyviy kompiuteriniy
projektavimo metodiky poreikis. Siuolaikingje statiniy projektavimo praktikoje
gausu sudétingos architekturinés raiskos, lengvyjy plieniniy konstrukeijy, kurias
biitina projektuoti integraliai, neskaidant atskirais elementais. Integralus konst-
rukcijos projektavimas leidzia taikyti optimizavimo algoritmus, kurie sudaro
galimybiy rasti geriausig tvaraus, patikimo ir medziagy atzvilgiu ekonomisko
statinio konstrukcinj sprendinj. Disertacijoje parodoma, kad optimizacija gali
suteikti esminj pranasuma siekiant projektuoti plienines konstrukcijas kuo efek-
tyviau laiko ir materialiniy istekliy atzvilgiu.

Svarbus postimis plieniniy konstrukeijy projektavimo srityje pastaraisiais
desimtmeciais yra standartais jteisintas tampriosios plastinés medziagos biisenos
iSnaudojimas. Tokiu atveju tam tikroms konstrukcijos vietoms leidziama pasiek-
ti plieno takumo jtempius. PlastiSkumo teorijos prielaidas sujungus su optima-
laus sprendinio paieskos algoritmu, galima pastebimai sumazinti projektuojamos
konstrukcijos tiirj (masg), o kartu ir kaing. Taciau pereinant prie tampriyjy plas-
tiniy konstrukeijy projektavimo, susiduriama su fundamentalia problema — buti-
na tiksliai zinoti konstrukeija veikiancias iSorines jégas ir jy veikimo seka. [si-
vaizduojant statybing konstrukcija, veikiama nenuspéjamai kintan¢iy atmosferos
poveikiy ir Zmoniy sukeliamy apkrovy, galima tik apytiksliai jvertinti tokiy jégy
kitimo ribas, bet ne konkrecia veikimo istorija. Teorinj tokios problemos spren-
dinj jau prie§ pusSimt] mety pasiilé prisitaikomumo teorija, leidzianti viena-
reikSmiskai nustatyti, ar kintamosios kartotinés apkrovos veikiamos konstrukci-
jos saugos ir tinkamumo ribiniai buiviai nebus pasiekti.

Prisitaikomumo teorijos sprendiniams rasti butini optimizavimo algoritmai,
kuriy netobulumai iki Siol stipriai ribojo tokios metodikos taikyma (taip pat ir
dideliy kompiuteriniy istekliy poreikis). Siuolaikinés technologijos suteikia ga-
limybiy sujungti prisitaikomumo teorija, optimizacijg ir vis didéjancius standar-
tizuotus projektavimo reikalavimus | vientisa uzdavinj. Tai néra trivialus uzda-
vinys, nes Siuolaikiniai Europos standartai nustato labai konkrecius reikalavimus
elementy stiprumui, stabilumui, deformatyvumui ir galiausiai bendrajam patiki-
mumui. Tokiy reikalavimy derinimas su korektiska plastine konstrukcijos elgse-
na bei visa tai sujungianéiy optimizavimo uzdaviniy plétoté plieninéms konst-
rukcijoms ir yra Sios disertacijos tikslas. Joje sukurtos teorinés ir praktinés
konkreciy statybiniy konstrukcijy — santvary, rémy, ploks¢iy — optimizavimo
prisitaikomumo stadijoje formuluotés (remiantis ekstreminiais energiniais prin-
cipas, baigtiniy elementy metodu ir matematiniu programavimu), pateikti skaiti-
niy eksperimenty rezultatai, suformuluotos i§vados ir pasitlymai.



Abstract

This doctoral thesis was inspired by the acceleration of the designing process of
civil structures, which calls for new and effective computer-based designing
methods. Modern design practice often features lightweight steel structures with
complex architectural expression, which has to be designed integrally, without
elemental decomposition. Integrated structural design uses optimization algo-
rithms, which allows for finding the best structural solution for a sustainable,
reliable and material-wise economical project. This PhD thesis demonstrates that
optimization can present a substantial advantage for designing steel structures
more efficiently both in terms of time and material resources.

An important shift in structural steel design over the recent decades has
been the standard-based legitimisation of design in the elastic-plastic material
state — when particular places in the structure are allowed to reach the yield
stress point. Combining the principles of the plasticity theory and the optimal
solution search algorithms allows for a considerable reduction of the volume (or
mass) of structures and therefore means lower cost. However, the transition to
the elastic-plastic structural design raises a fundamental problem — the exact
loading history of a structure has to be known in advance. Having in mind real-
life structures subjected to unpredictable atmospheric impacts and moving hu-
man-caused live loads, only an approximate estimation of load variation limits,
rather than exact loading history, may be defined. A solution to this problem was
provided by the shakedown theory half a century ago. The theory allows deter-
mining whether or not the limit state of a structure subjected to cyclic loading
will be reached.

A lack of effective optimisation algorithms (as well as the need of high
computer resources), which are needed to find solutions of the shakedown theo-
ry, was a holdback for a successful implementation of the theory in practice.
Modern technology allows conjoining shakedown theory, optimization and ever
stricter standardised design requirements in a single problem formulation. This
poses a complex problem as contemporary European standards define very spe-
cific requirements of strength, stability, deformability and overal reliability of
structural elements. A development of research on optimisation issues, which
includes standard requirements with a combination of an adequate definition of
plastic structural behaviour of steel structures, is the objective of this thesis. This
work contains theoretical as well as practical formulations of optimal shakedown
design problems for particular building structures — trusses, frames and circular
plates. Mathematical formulations are based on energy principles, finite element
method and mathematical programing. The thesis includes multiple numerical
results as well as conclusions and suggestions.
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Zyméjimai

Skaliarai

4 —stati$kai leidziamas prisitaikomumo daugiklis;

— plieno takumo jtempis;

— cilindrinis standis;

— efekto (apkrovos) funkcija arba tamprumo (Jungo) modulis;
— atspario funkcija arba plokstés spindulys;

atspario atsargos funkcija;

skersiné jéga;

S ON X Do

laikas arba elemento storis;

— tikimybé;

™ R
|

patikimumo indeksas;

o —vidutiné kvadratiné nuokrypa;

p —cilindrinés koordinaciy sistemos globalioji radialiné koordinaté;
& —cilindrinés koordinaciy sistemos lokalioji radialiné koordinaté;
W — skerspjiivio atsparumo momentas;

A —skerspjuvio plotas;
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Matricos

A —pusiausvyros lygéiy koeficienty matrica;

AV 4@ _pusiausvyros lyggiy matricos pamatricés;

B — Zordano transformacijos (pertvarkymo) matrica;

d —elemento pasidavumo matrica;

D —konstrukcijos pasidavumo matrica;

G - liekamyjy jrazy infliuentiné matrica;

H - liekamyjy poslinkiy infliuentiné matrica arba
baigtinio elemento jrazy interpoliaciné matrica;

I —von Mizeso takumo salygos matrica arba
stiprumo salygu konfigiiracijos matrica;

@ —takumo salygy matrica;

o —tampriyjy jrazy infliuentiné matrica;

B —tampriyjy poslinkiy infliuentiné matrica;

N — algebrinis operatorius;

V —diferencialinis operatorius.

Vektoriai

A, — elementy skerspjavio ploty vektorius;

Fior s Fyp — jégy kitimo apatiniy ir virSutiniy riby reik§miy vektoriai;
L —Kkonstrukcijos elementy ilgiy vektorius;

M — lenkimo momenty vektorius;

N — asiniy jégy vektorius;

P, —baigtinio elemento vidiniy jégu vektorius;

r —reakcijy intensyvumy vektorius;

S —konstrukcijos suminiy jrazy vektorius;

S, — liekamuju jrazy vektorius;

S, —tampriyjy jraZy vektorius;

S, —ribiniy jrazy vektorius;

u — suminiy poslinkiy vektorius;

u, —liekamyjy poslinkiy vektorius;

u

. — tampriyjy poslinkiy vektorius;

viii



— poslinkiy grei¢iy vektorius;
— takumo salygy reikSmiy vektorius

— plastiniy daugikliy vektorius;

u

9

0 — deformacijy vektorius;

2

/. — plastiniy daugikliy grei¢iy vektorius;
G

— jtempiy vektorius.

Indeksai
0 —ribinis dydis (ribojanti skerspjtivio galig jraza);
cr —susietas su klupumo jvertinimu;
st —susietas su stiprumo jvertinimu;
Rd - skai¢iuojamasis atsparis pagal Europos normas;
Ed - skai¢iuojamasis efektas pagal Europos normas;
e —tamprusis;
r  — liekamasis;
p —plastinis;
k  —Dbaigtinio elemento indeksas;
j  —irazy hodografo vir§ing;
p —radialinis;

6 —tangentinis.

Santrumpos
KKA - kintamoji kartotiné apkrova;
EN  — Europos normos (eurokodas).
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Jvadas

Problemos formulavimas

Prisitaikomumo teorija, fundamentaliai pagrjsta XX a. viduryje ir teoriskai turin-
ti labai platy pritaikyma, iki Siol néra jdiegta j plieniniy statybiniy konstrukcijy
projektavimo praktika. Tai, kad Sios teorijos sprendiniai yra standartizuoti ir
sékmingai taikomi kitose mechanikos srityse, leidzia tikétis jos sékmingos pléto-
tés ir statybos inzinerijoje. Siekiant §io tikslo blitina mazinti atotriikj tarp api-
bendrinty teoriniy prisitaikomumo sprendiniy ir Siuolaikinio projektavimo
pagrinda sudaranciy eurokodo standarty. Prisitaikomumo teorija sudaro galimy-
biy veiksmingai projektuoti lengvasias, pasikartojanciy apkrovy veikiamas §iuo-
laikines plienines konstrukcijas. Optimizavimas esant prisitaikomumo biiviui
leidzia parengti pacius ekonomiskiausius tokiy konstrukcijy projektus ir mazinti
statybos kainas. Visus $iuos tikslus turi perteikti nauji skai¢iavimo metodai, ku-
riy plétoté iki Siol néra pakankama.

Darbo aktualumas

Optimizavimu grindZiamy prisitaikomumo uzdaviniy naudojimas ilgg laika buvo
apribotas kompiuteriniy technologijy galimybiy. Taciau, spartéjant netiesiniy
optimizavimo uzdaviniy sprendimui, inzinieriai jgyja galimybiy taikyti

1
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optimizacija pagrjstus metodus rengdami praktinius projektus. Todél bitina kurti
naujas skai¢iavimo metodikas, kurios atitikty vis spartéjantj projektavimg ir su-
détingos architekttirinés raiskos konstrukcijy realizavima. Disertacijoje parodyta,
kaip prisitaikomumo teorija taikoma realiy konstrukcijy optimalaus projektavi-
mo uzdaviniams spresti, o jos taikymas sukuria galimybiy projektuoti ekono-
miskesnes statiniy konstrukcijas.

Tyrimy objektas

Tyrimy objektas — Siuolaikiné prisitaikomumo teorija ir jos sgsajos su galiojan-
Ciais plieniniy konstrukceijy projektavimo standartais.

Darbo tikslas

Darbo tikslas — sukurti naujus prisitaikomumo teorijos metodus plieniniy konst-
rukcijy optimizavimui, jvertinant eurokodo saugos ir tinkamumo ribiniy biiviy
reikalavimus.

Darbo uzdaviniai

1. Istirti egzistuojancius prisitaikanciy konstrukcijy optimizavimo uzdavi-
niy matematinius modelius ir nustatyti jy privalumus bei trakumus.

2. Integruoti j optimizavimo uzdavinius plieniniy konstrukcijy projektavi-
mo standarty reikalavimus ir sieti juos su konkreciy elementy fizine
elgsena.

3. Optimizavimo uzdaviniuose suderinti eurokodo standarte taikomus skir-
tingus patikimumo lygmenis konstrukcijy tinkamumo ir saugos ribi-
niams bliviams.

4. Papildyti optimizavimo uzdavinius elementy klupumo ribojimais ir ko-
rektiskai jvertinti tokiy elementy jtaka plastiniam konstrukcijos defor-
mavimuisi.

5. Sukurtas metodikas iSbandyti skaitiskai ir jvertinti jy pritaikymo efekty-
vuma.

Tyrimy metodika

Tyrimai atlikti remiantis plastiSkumo teorijos, matematinio programavimo ir
optimizavimo metody integracija. Kuriami skai¢iavimo metodai grindziami prak-
tiniy statybiniy konstrukcijy projektavimo reikalavimy realizavimu naudojantis
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trimis minétomis disciplinomis. Glaudziai siejami matematiniai algoritmai, fizi-
né konstrukcijy elgsenos interpretacija ir empiriniais matavimais pagrjsti projek-
tavimo standarty reikalavimai. Tyrimai pradedami nuo matematinés klasikiniy
prisitaikomumo uzdaviniy analizés, j juos pamazu integruojami Siuolaikinio op-
timalaus projektavimo reikalavimai.

Darbo mokslinis naujumas

Disertacijoje pirma kartg prisitaikancios konstrukcijos optimizavimo uzdavinyje
sujungiami EN stiprumo, klupumo, poslinkiy ribojimo reikalavimai kartu su pa-
pildomais plastinés elgsenos ribojimais. Sukurtas tikslesnis ir praktiskesnis prisi-
taikomumo teorijos taikymas plieninéms konstrukcijoms projektuoti. Disertaci-
joje sukurtos metodikos leidzia didinti konstrukcijy projektavimo, esant plastinei
stadijai, sparta, atsisakant varginancio iteracinio skai¢iavimo ir kartu projektuoti
optimalias konstrukcijas. Pasirinkto konstrukcijos parametro optimalumas lei-
dzia sumazinti konstrukcijos kaina, o tuo paciu mazinti jos poveikj aplinkai ir
kurti tvarius statinius.

Darbo rezultaty praktiné reikSmé

Disertacijoje pateiktos metodikos rodo prisitaikomumo uzdaviniy taikymo prak-
tiniam plieniniy konstrukcijy optimizavimui galimybes. Tolesnis jy vystymas ir
taikymas realioms konstrukcijoms sukurty galimybiy paspartinti projektavimo
procesus ir sutaupyti medziagy, o kartu ir mazinti statybos kaing. Darbe pateik-
tosios uzdaviniy formuluotés ir prieduose esantys konkretiis programy tekstai
gali biiti panaudoti projektuojant ir tikrinant ekonomiskesnes konstrukcijas.

Ginamieji teiginiai
1. Kilasikine prisitaikomumo teorija gali biiti sekmingai iSplésta ir pritaiky-

ta optimalaus projektavimo uzdaviniams.

2. Siuolaikiniai projektavimo standartai gali biiti suderinami su prisitaikan-
¢ios plieninés konstrukcijos optimizavimo uzdavinio formuluote.

3. Prisitaikomumo teorija pagrista konstrukcijy optimizacija padeda gauti
ekonomiskiausig konstrukcija.

4. Sukurtos prisitaikanciy konstrukcijy optimizavimo metodikos leidzia
jvertinti jvairios prigimties kintamyjy kartotiniy apkrovy poveikius.
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Darbo rezultaty aprobavimas

Disertacijos tema iSspausdinti asStuoni moksliniai straipsniai: du ,,ISI Web of
Science” zurnaluose, turinciuose citavimo rodiklj, trys tarptautinése duomeny
bazése esanc¢iuose mokslo Zurnaluose, trys kituose recenzuojamuose mokslo lei-
diniuose (konferencijy straipsniy rinkiniuose). ISsamus publikacijy sarasas pa-
teiktas disertacijos pabaigoje.
Disertacijoje atlikty tyrimy rezultatai buvo aprobuoti septyniose mokslinése
konferencijose Lietuvoje ir uzsienyje:
,Lietuvos jaunyjy mokslininky konferencijose™ 2011, 2012 ir 2013 m.
Vilniuje;
= Lietuvos skaic¢iuojamosios mechanikos seminare* 2012 m. Vilniuje;
= Tarptautinéje konferencijoje ,,Proceedings of the Eleventh International
Conference on Computational Structures Technology* 2012 m. Dub-
rovnike, Kroatijoje;
= Tarptautinéje konferencijoje-kolokviume ,,EUROMECH - Colloquium
548, Direct and variational methods for nonsmooth problems in mecha-
nics®, 2013 m. Amboise, Pranciizijoje;
= Tarptautingje konferencijoje ,,Mechanika-2015%, 2015 m. Kaune.

Disertacijos struktiara

Disertacija sudaro jvadas, keturi skyriai ir rezultaty apibendrinimas. Taip pat yra
penki priedai. Darbo apimtis — 136 puslapiai, neskaitant priedy, tekste panaudo-
tos 202 numeruotos formulés, 36 paveikslai ir 11 lenteliy. Rasant disertacija bu-
vo panaudoti 166 literatiiros Saltiniai.



Prisitaikomumo analizé veikiant
daugiadimensei apkrovai: istorija ir
Siuolaikiniai tyrimai

Optimizacija yra inzineriniy veiksmy programa, leidzianti mazinti konstrukciniy
medziagy poreikius ir didinti eksploatacines bei kokybines projektuojamy staty-
biniy konstrukcijy charakteristikas. Visa tai glaudziai susije su siekiu priartinti
plieniniy konstrukcijy skai¢iavimo prielaidas prie realiy statiniy elgsenos salyguy,
atsisakant tiesiSkai tamprios medziagos fizinio modelio ir vienkartés iSorinés
jégos jvaizdzio. Siame skyriuje atliekama analitiné literatiiros disertacijos tema-
tika apzvalga: nagrinéjama kartotinai apkraunamy tampriyjy plastiniy prisitai-
kanciy plieniniy konstrukcijy optimizavimo, taikant ekstreminius energinius me-
chanikos principus, skaitiniai ir matematinio programavimo metodai. Si
apzvalga suponuoja darbo problematika, aktualuma ir tikslus.

Skyriaus tema disertacijos autorius yra paskelbes du straipsnius
(Blazevicius, Atkodiiinas 2011; Atkocitnas et al. 2015).
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1.1. Bendros pastabos apie tyrimo objekta

Sio statybos inzinerijos krypties disertacinio darbo istakos — Siuolaikine plastis-
kumo teorija bei standartizuoto projektavimo pagal saugos ir tinkamumo ribinius
biivius, nustatancius atitinkamus konstrukcijos patikimumo lygius, samprata.
Disertacijoje taikomi statybinés mechanikos metodai grindziami konstrukcijy
diskretizavimu: pagrindinés lygtys ir priklausomybés uzraSomos matricine for-
ma (pirmajame skyriuje kai kurios klasikinés deformuojamo kiino mechanikos
iSraiSkos dar bus pateiktos apibendrinta jtempiy ir deformacijy erdvés forma,
1.2 pav.).

Statybinés konstrukcijos gali biiti veikiamos vienkartés ir kintamosios kar-
totinés apkrovos (KKA). Kintamaja kartotine apkrova F (t) suprantama jégy ir
poveikiy, kintanciy laike 7, nepriklausomai vieniems nuo kity, sistema. Laikoma,

kad daugiadimensé apkrova F (t) yra kvazistating, t. y. dinaminiai efektai yra

ignoruojami. Maksimalus ~ F(1)=[Fi(t) Fy(1) ... F, (t)]T vektoriaus
komponenty skaicius yra lygus nagrinéjamos konstrukcijos diskretinio modelio
laisvumo laipsniui m. Reali apkrovimo istorija (konstrukcijos apkrovy veikimo
seka laike) paprastai yra nezinoma, todél laikomasi nuostatos, kad yra zinomos

tik virdutings Fy,, ir apatinés Fj,, apkrovos kitimo ribos: F;,, < F(t)<F,

sup Sup -
Tuomet pagal Sias ribas formuojami apkrovy kombinacijy vektoriai F )i

j=12,....,p; p=2", jeJ (F}nf SFj SFsup). 1.1 paveiksle parodyta kaip

gaunamos keturios apkrovy kombinacijos 1, 2, 3, 4, nagrinéjant staciakampe
dviejy jégy kitimo sritj.

F
FZ Sup
1 Ot 2 T
//FI(t) Froy=[ Fiaup Fz,sup]T»
Fj:2 = |:Fl,1'nf Fl,sup] >
F inf F sup Fl T
Linf 1sup Fi 3= |:Fl,inf Fz,mf] i
T
Fu(9) } FJ’=4 = |:Fl,sup FZ,inf:| .
4 O 3
FZ,in_f‘

1.1 pav. Galima jégy F; ir F, kitimo sritis ( j =1, 2, 3,4 — srities vir§iinés)
Fig. 1.1. Loading domain of forces Fq and F, (j=1,2,3,4 — apexes of the domain)
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Tokiu budu gauti vektoriai F;, j=1,2,3,4 yra viena i§ esminiy prielaidy,

kalbant apie prisitaikan¢iy konstrukeijy projektavima (Cyras, Atkogitinas 1970;
Atkocitinas et al. 1981; Cyras 1983). Atskiros apkrovimo istorijos (i§ begalés

galimy), pavyzdziui F; (t) , Fy (t) néra nagrinéjamos (tai gali buti daroma tai-
kant inkrementine tampriyjy plastiniy konstrukcijy analize — apie ja bus kalba-
ma véliau). Apkrovy kombinacijy F Ji taikymas leidzia iSvengti apkrovimo isto-
rijos nagrinéjimo, nustatant konstrukcijos saugos ribinj biivi KKA atveju.

Siame disertaciniame darbe nagrinéjama ir plétojama plieniniy diskretiniy
konstrukcijy i$ tampriosios plastinés medziagos, kuriai galioja asociatyvinis
plastinio tekéjimo désnis, skai¢iavimo teorija visoms — tampriosios, tampriosios
plastinés (prisitaikomumo) ir laikomosios galios praradimo — darbo stadijoms
(kai veikia KKA). Pazymétina, kad grieztai laikomasi prielaidos apie mazus po-
slinkius u, t. y. hipotezés apie tampriyjy 6, = DS, ir suminiy tampriyjy plasti-
niy deformacijy @ = DS + 6, mazumg (¢ia D — pasidavumo matrica, 6, — plas-

tinés deformacijos). Apie konstrukcijy diskretizacijg iSsamiai bus kalbama
vélesniuose skyriuose. Svarbu pabrézti, kad idealiai tamprios plastinés konstruk-
cijos modelis néra tobula ar vienintelé plastiSkumo teorijos galimybiy atskleidi-
mo priemoné kintamosios kartotinés apkrovos atveju, ypac jvertinant konstruk-
ciniy medziagy jvairove. Tacdiau dvi aplinkybés pateisina tokio modelio
pasirinkimg. Pirmoji — idealaus plastiskumo teorija yra santykinai paprasta, ta-
¢iau jau leidzianti modeliuoti liekamyjy deformacijy atsiradimg, ignoruojant to-
kius sudétingus dalykus, kaip Bausingerio efektas ar medziagos sustipréjimas.
Antroji aplinkybé — daugeliu praktikai svarbiy atvejy medziagos idealaus plas-
tiSkumo modelis gan tiksliai apraso realiy konstrukcijy elgsena (ypac esant ekst-
reminiams apkrovy kitimo diapazonams, kurie ir nagring¢jami prisitaikomumo
analizéje).

Tesiant bendras pastabas apie disertacinio darbo objekta, toliau aptariama
tampriyjy plastiniy konstrukcijy prisitaikomumo samprata. Stabili plieniné
konstrukcija deformuojama tampriai, o KKA atveju jos stipruma nusako konst-
rukcijos medziagos nuovargio charakteristikos, suirimas jvyksta tik po didelio
apkrovimo ir nukrovimo cikly skaiciaus (o — ¢ diagrama, 1.2 pav., a). Tuo atve-
ju, kai plieninéje konstrukcijoje, veikiamoje KKA, atsiranda plastiniy deforma-
cijy, ijmanoma cikliné plastiskoji suirtis (1.2 pav., b, c) net ir tuo atveju, kai ap-
krova yra mazesné uz ribine (kai F (t) jégu grupéje net néra apkrovy kom-
ponenty derinio, sukelianCio akimirking suirtj, 1.2 pav., d). Idealiai tampri
plastiné konstrukcija, veikiama kintamosios kartotinés apkrovos, suyra arba dél
per dideliy plastiniy deformacijy sankaupy (vadinamoji progresyviné suirtis,
1.2 pav., b) arba dél plastinio (mazaciklio) nuovargio (1.2 pav., c).
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Ao o o
——f-g———————= cikle
£, #0 €, =0
& € €
a) Tamprioji elgsena b) Progresiné suirtis ¢) Kintamasis plastiskumas

(plastinis prisitaikomumas)

/I

d) Akimirkiné suirtis e) Prisitaikomumas

1.2 pav. Tamprioji plastiné konstrukcijy elgsena
Fig. 1.2. Elastic plastic response of a structure

Cikliné plastiskoji suirtis nejvyksta tada ir tik tada, kai plastinis tekéjimas
£ p » atsirades pradiniuose apkrovimo cikluose, vykstant vélesniam apkrovimui,

nebeatsinaujina, t. y. ép =0 — toliau plastinés deformacijos neplinta, nesivysto.

Tai jmanoma tada, kai plastinés deformacijos nulemia liekamuyjy jtempiy o,
atsiradimg, kuriy suma su vélesniy KKA cikly sukeltais pseudotampriaisiais
jtempiais o, né viename konstrukcijos taske nepaZeidZia jtempiy leistinumo
salygy. Sakoma, kad tampriai plastiné konstrukcija prisitaike prie liekamyjy de-
formacijy &, ir jas atitinkanCiy liekamyjy jtempiy o, t. y. sistema prisitaiké
prie duotosios KKA F (t) . Konkreti konstrukcija, priklausomai nuo ja veikian-

¢ios apkrovos kitimo riby, gali patirti bet kurj i§ 1.2 paveiksle aptarty tampriyjy
plastiniy biiviy. Visos galimos konstrukcijos elgseny sritys gali biiti pavaizduotos
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grafiskai vadinamaja Bree diagrama. Tokios diagramos pirma karta buvo suda-
rytos Bree (Bree 1967), o véliau i$plétotos Karadeniz (Karadeniz et al. 1987).
Maier (Maier et al. 1993) jas jvardijo Bruselio diagramomis. Tokia diagrama
gali biiti sudaroma naudojant keliy optimizavimo uzdaviniy sprendinius, gautus
keiciant apkrovimo variantus ir jy eiliSkuma.

Siame poskyryje, pamazu atskleidziant tyrimo objekto savybes, Bree dvi-
maté diagrama sudaroma nagrinéjant lenkiama réma veikiancia fiksuotg (nekin-
tama) ir kintamaja kartoting apkrova (1.3 pav.). Diagramos taskai ant kintamuyjy
aSiy gaunami sprendziant apkrovos optimizavimo uzdavinj tik su vieno tipo ap-
krova: ieSkant maksimalaus daugiklio fiksuotai apkrovai, randama staigios suir-
ties riba, o ieskant tik KKA daugiklio, gaunamas prisitaikomumo daugiklis,
reiSkiantis kintamajj plastiSkuma arba progresyviajg suirtj (jei plastinés defor-
macijos cikle nenulinés). Tampriosios zonos ribos randamos didinant apkrova
iki pirmyjy plastiniy deformacijy atsiradimo (arba ribiné jraza dalijama i$ vei-
kiancios nuo vienetinés jégos). Tiesiy susikirtimo taskus galima gauti taip pat —
pasirenkant viena Zinoma daugiklj ir ieskant kito.

Fo
F C(Q
Mo

Kintamoji apkrova F.(f)= (£10 kN)-&,
Fiksuotoji apkrova Fy= (60 kN)-&

= &, & — ieskomieji daugikliai
MO,] MO,] é
E=210 GPa,
0,=235 MPa,
1 Mo, = 51,325 kNm,
mm mm Mo = 60,820 kNm.
L=2,25m L

1.3 pav. Portalinis rémas veikiamas statinés ir kintamos kartotinés apkrovos
Fig. 1.3. Portal frame subjected to fixed and cyclic loads

Nagrinéjamu pavyzdziu (1.4 pav.) diagramos apibréztos sritys yra apribotos
tiesémis, nes naudojamos tiesinés takumo salygos. Taciau, tai néra taisyklé ir
Bree diagramos sritys gali buiti apibréztos ir kreivémis priklausomai nuo konkre-
¢ios konstrukcijos ir naudojamy takumo salygy (Benfratello ef al. 2013).

Bree diagrama rodo, kokia svarbi apkrovimo istorija, nustatant tampriosios
plastinés konstrukcijos tikruosius jtempiy ir deformacijy buvius. Taigi, ar jvyks
konstrukcijos prisitaikomumas, galima i$siaiskinti nagrinéjant ir apkrovimo
procesa laike . Disertacijoje $is metodas taikomas santvarai, veikiamai judan-
cios apkrovos (tai yra atskiras KKA atvejis). Taciau metodas reikalauja daug
darbo ir pastangy, o apkrovoms, artimoms ribinéms, jis yra tiesiog praktiskai
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nepritaikomas (apie tai iSsamiau bus kalbama 1.4 poskyryje). Suprantama, toks
inkrementinis nagrinéjimas galimas tik nesudétingoms konstrukcijoms.

L 35
ug
ﬁ 3 L i sy / «esees Tamprioji elgsena (sritis E)
eb erea. SN
g 25 AR
2 ‘;\ = Staigioji suirtis (sritis /)
z 2 A
%. 1,5 ‘\R = == Prisitaikymas (sritis S)
2 E + \
= . ‘ . . . .o,
2 1 A F —kintamojo plastiSkumo sritis
% 05 : S ) R — kaupiamuyjy deformacijy sritis
*é s s \‘
N .
0 [}

0 0,5 1 1,5 2
Fiksuotosios apkrovos daugiklis &,

1.4 pav. Portalinio rémo Bree diagrama
Fig. 1.4. Bree diagram of the portal frame

Verta atkreipti démesj j fakta, kad visi 1.4 paveikslo efektai pademonstruoti
vienu ir tuo paciu rémo modeliu. Tai reiskia, kad deformavimo proceso eigg ir
patj prisitaikomumo reiskinj lemia du veiksniai — poveikiy rasys ir poveikiy ki-
timo diapazony parametrai.

Plastiskumo teorijoje zinomos dvi pagrindinés prisitaikomumo teoremos —
pirmoji, Melano (Melan 1936) ir antroji Koiterio (Koiter 1956). Melano prisitai-
komumo teorema, kaip ir deformuojamo kiino ribinés pusiausvyros teorema,
nustato apatines kintamosios kartotinés apkrovos kitimo ribas. Neprisitaikomu-
mo salygas apibrézia kinematiné Koiterio teorema (apie Sias teoremas iSsamiau
bus kalbama véliau, 1.2 poskyryje bus parodytas §iy teoremy sasajos energiniy
mechanikos principy pozitriu). Taigi konstrukcijy prisitaikomumo analizé ir
optimizacija reikalauja ekstreminiy energiniy principy ir konstrukeijy diskretiza-
cijos metodiky integralaus taikymo. Skaiciuojant plieniniy konstrukcijy elgsena
ciklinés plastiskosios suirties ir prisitaikomumo atvejais taikomas matematinis
programavimas — placiai paplites ekstreminiy uzdaviniy sprendimo metodas.
Taikant Siuos metodus atsirado galimybé¢ plétoti ir optimaliy tampriyjy plastiniy
konstrukcijy projektavimg prisitaikomumo salygomis (apkrovy ir konstrukcijos
parametry pozitiriu). Biitina pabrézti, kad, net ir efektyviai taikant kompiuterines
technologijas, iSlieka sunkumy pereinant nuo prisitaikomumo teorijos uzdaviniy,
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suformuluoty kiino jtempiais ¢ ir deformacijomis ¢, prie diskretiniy ty konst-
rukcijy modeliy:

1. Skirtingai nuo trimacio kiino V tasko x, kuriame plastiskumo salyga tenki-
nama arba netenkinama, diskrecios konstrukcijos skai¢iuojamame pjivyje
gali biiti miSrios biisenos sritys.

2. Egzistuoja nenuliniai sau pusiausvirieji jtempiai 6, , kuriuos diskrecioje
erdveje atitinka nulinés liekamosios jrazos S, =0.

Disertacijoje nagrinéjamos santvaros, rémai, apvalios ir Ziedinés lenkiamos

plokstés. Jy diskretizacijai pasitelkiami pusiausvirieji baigtiniai elementai

(1.5 paveiksle parodytas plokstés elementas), kurie grindziami butent jrazy §
aproksimacija (Belytschko 1972; Gallagher 1975; Kalanta 1995).

1, 3 — pagrindiniai elemento mazgai

1.5 pav. Apvali simetriné ploksté ir Ziedinis baigtinis elementas su trimis mazgais
Fig. 1.5. Symetric circular plate and a circular finite lement with three nodes

Diskretizuotos konstrukcijos prisitaikomumo samprata disertaciniame darbe
grindZziama Melano teorema, kuri siejama su statiskai leidZiamomis liekamosio-
mis jrazomis S, . StatiSkai leidziamos jrazos S, (Sio vektoriaus komponenty
yra n) yra tokios, kurios tenkina konstrukcijos diskretinio modelio pusiausvyros
lygtis A4S, =0 ir sumoje su kintamosiomis tampriosiomis jrazomis S, (t) Vi-
suose skaiC¢iuojamuosiuose pjiviuose tenkina takumo salygas f (Se (t) +S, ) <C.
Pusiausvyros lygciy koeficienty matrica A4 yra (mxn) eilés; vektorius C apra-
So plastiskumo konstanty reikSmes skaic¢iuojamuosiuose pjtviuose. Véliau plas-
tiSkumo konstantos C bus siejamos su baigtiniy elementy ribinémis jraZomis
Sy (plokstés elementams tai bus lenkimo momentai My). Dar karta priminsi-
me, kad disertacijoje kintamiesiems naudojamas apatinis indeksas e Zymi konst-
rukcijos tampraus buvio jrazas §,, poslinkius u, ir deformacijas 0,, indeksas

r — lieckamasias jrazas S, , poslinkius u, ir deformacijas 0, .
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Melano teorema tenkinama (konstrukcija prisitaikys), jeigu egzistuoja sta-

tiskai leidziamos jrqzos S,., esant maksimaliai atsargos koeficiento p reikimei.

Laikas takumo salygose f (Se (t)+S,) <C eliminuojamas, jvedant tampraus
skai¢iavimo infliuentines jrazas Sej , jedJ: f ( ,u~Sej +S, ) < C. Kaip minéta,

Melano ir Koiterio teoremos i§samiai aptariamos 1.2 poskyryje.
Grjztant prie apvalios plokstés diskretinio modelio (1.5 pav.), kai Zinomos

apkrovos kitimo ribos Fj,r, Fj,, netiesinés takumo salygos, f (Sej +8, ) <C

sup
(dazniausiai naudojamas Hubero ir Mizeso plastiskumo kriterijus) turi buti tikri-
namos visuose trijuose kiekvieno baigtinio elemento taskuose (bendra k-ojo

elemento vidurio tasko koordinaté yra p, o kiekvieno mazgo koordinatés py i,
Pr2> Pk3)- Kiekvieno elemento storis 7 yra pastovus visiems ke K
(k=1,2,...,s,); medziagos takumo jtempis fy yra pastovus ir vienodas visiems

elementams, taigi ir ribiné atskiro elemento jraza yra vienoda visame elemente.
Kol kas nesileidziant j detalius svarstymus, galima pazyméti, kad tikslas — nusta-

tyti Siy ribiniy jégy (ribiniy lenkimo momenty M|, :[MOI My ... Mos]T)
pasiskirstyma prisitaikomumo biivyje. Optimalumo kriterijus pasirenkamas
min L' M, , ¢ia L yra elementy pavirsiaus ploty vektorius. Gaunamas netiesi-

nis, neiskilus matematinio programavimo uzdavinys, kurio mechaniné interpre-
tacija grindziama supaprastinta ploks¢iy skai¢iavimo teorija.

Disertacijoje sukurta optimizavimo metodika, leidzianti nustatyti prisitai-
kiusios konstrukcijos jtempiy ir deformacijy buvj, nenagrinéjant detaliy apkro-
vimo istorijy. Tam pasitelkiami dualiis ekstreminiai energiniai mechanikos prin-
cipai: papildomos deformavimo energijos minimumo principas (statiné
prisitaikomumo teorijos formuluoté) ir pilnosios potencinés energijos minimu-
mas (kinematiné prisitaikomumo analizés formuluoté). Remiantis $iais ekstre-
miniais energiniais principais sudaroma duali matematinio programavimo uzda-
viniy pora, leidZianti nustatyti tikrajj prisitaikiusios konstrukcijos jtempiy ir
deformacijy biivj (Atkocitinas, 1999). Disertacijoje pateikiama pilna prisitaikiu-
sios konstrukcijos tampriosios ir plastiskosios stadijos jtempiy ir deformacijy
bivio lyggiy sistema (tai Oilerio ir Lagranzo lygtys). Sios lygtys gaunamos sta-
tinés formuluotés uzdavinj susiejant su Kuno ir Takerio salygomis (Atkoc¢itinas
2011; Atkocitinas et al. 2015; Bazaraa et al. 2006; BlazeviCius ef al. 2014). Ba-
tent §i lygciy sistema leidzia nuodugniai analizuoti prisitaikomumo fenomena ir
kurti bendruosius prisitaikanciy konstrukceijy tolydaus optimizavimo uzdaviniy
matematinius modelius (Sie klausimai placiau aptariami 2 skyriuje).
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1.2. Pagrindinés prisitaikomumo teorijos teoremos

1.2.1. Dualus Melano ir Koiterio teoremy rysys

Tamprusis plastiskasis kiinas 7 su pavirSiumi S, veikiamas KKA, nagrinéti pra-
dedamas nuo jo ciklinés plastiskosios suirties (prisitaikomumo sgvoka kol kas
nenagrinéjama). Tokio nagrinéjimo privalumas — iSvengiama apkrovimo istori-
jos jtakos (toks nagrinéjimas plastiSkumo teorijoje buidingas vienkartés apkrovos
atveju). Pasitelkus matematinio programavimo teorijg, jmanoma ir kintamosios
kartotinés apkrovos atveju parodyti dualisting Melano (Melan 1936) ir Koiterio
(Koiter 1956) teoremy sasaja (Cyras, Atkogitinas 1970).

Statiskai leidziamy liekamyjy jtempiy laukas ¢, tenkina pusiausvyros lygtis
ir statikos krastines salygas

Vo, =0 turyje V, (1.
No,. =0 apkrovos pavirSiuje S ¢, (1.2)
Nao, —r =0 jtvirtinimo pavirSiuje S, , (1.3)

bei nepazeidzia stiprumo (plastiSkumo) salygy
f(o, +0,(t))<C taryje V. (1.4)

¢ia V — Hamiltono operatorius, N — algebrinis operatorius, r — reakcijy inten-
syvumas jtvirtinimo pavirSiuje S, . Tamprieji jtempiai o, (t) yra kintamosios
kartotinés apkrovos funkcijos:

o,(1)= [ aF(t)ds, (1.5)

¢ia a — jtempiy infliuentiné matrica-funkcija. Naudojantis 1.1 poskyryje aptar-
tais vektoriais Fj,jzl, 2,....p; p=2", jeJ (F}nf SFj SFsup), suformuo-
Jjami nuo laiko nepriklausantys pseudotampriyjy jtempiy vektoriai 6, ;.

Remiantis publikacija (Cyras, Atkogiiinas 1970) pasitelkiama tampriojo
plastinio kiino statiné teorema apie ribing kintamaja kartoting apkrova:
is visy statiskai leidziamy liekamyjy jtempiy o, ciklinés plastiSkosios suirties

metu tikvasis yra tas, kuriam isoriniy jégy galingumas W cikle yra maksimalus.
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Sia teorema atitinka toks ekstreminis uzdavinys:

max | (u{ cupFeup + 8h-int Fin )ds, (1.6)
Sy
kai
flo,+0,;)<C. je turyje (1.7)
Vo, =0 turyje V, (1.8)
No, =0 pavirSiuje Sy, (1.9)
No, —r =0 pavirsiuje S, . (1.10)

Tikslo funkcija (1.6) reiskia iSorinés apkrovos ciklo galingumo maksimuma,
U qup » Uy jng yra lickamyjy poslinkiy greiCiai. NeZinomaisiais ¢ia yra apkrovos

kitimo ribos Fsup, F, ¢ ir sau pusiausvirieji jtempiai o, . Liekamyjy poslinkiy
greidiai o, sup> M inf nejeina j uzdavinio (1.6)—(1.10) salygas (1.7)—(1.10), to-
del tikslo funkcija (1.6) gali buti maksimizuojama bet kuriems poslinkiy greiciy
vektoriams, pavyzdziui, . g, =Ty, . j0p =Tpp (Sie tuomet tampa optima-

lumo kriterijaus svorio koeficientais, pavyzdziui ieSkant maksimalaus konstruk-
cijg veikiancio kravio).
Dualus uzdaviniui (1.6)—(1.10) uzdavinys yra:

. . of |6, +0,
min %g@%(aﬁra )+ZI2 [C f(O' +0, )JdV} (1.11)

. Of |6, +a,
kai —zsz + Vvl =0, (1.12)
bi 60',.
. 8f(0r+0'e]-)
S[i———2ay > T, (1.13)
R4 / anup P
6f(0' +0, )
Si——t— gy > ., (1.14)
4 / aFinf "

u, =0 pavirSiuje S, . (1.15)
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Nezinomaisiais uzdavinyje (1.11)~(1.15) yra plastiniy daugikliy grei¢iai A j
ir lickamyjy poslinkiy grei¢iai &, . Pats (1.11)—(1.15) uzdavinys iSreiskia kine-
mating teorema apie ribing kintamaja kartoting apkrova: is visy kinematiskai lei-
dziamy liekamyjy poslinkiy greiciy u, ciklinés plastiskosios suirties metu tikra-

sis yra tas, kurio energijos disipacijos greitis D cikle yra minimalus.
Uzrasoma pirmoji matematinio programavimo dualumo teorema optima-

% % %

liems uzdaviniy (1.6)—(1.10) ir (1.11)—(1.15) sprendiniams FSup , Fyes 0, Zj
ir i,
T * T * % 6f(0'; +O.€,j) *
[ (Tsustup +I}nfﬁnf)dSZZ.[}*ja—(ar +°'e,j)dV (1.16)
Sy Jv O

(1.16) lygybe reiskia, kad iSorinés apkrovos galingumas W (1.6) tikrajame
apkrovimo cikle yra lygus energijos disipacijos grei¢iui D (1.11) Siame cikle.
Bet kuriame apkrovos cikle israiska (1.16) atitinka zinoma Koiterio (Koiter,
1956) teorema:

T T
wf [ a(t)F(c)dsdt < [[a” (1)é(c)avar, (1.17)
OSf oy

Cia u — statiSkai leidziamas apkrovos daugiklis (kitame poskyryje jis bus vadi-
namas prisitaikomumo atsargos koeficientu). Si isvada prisitaikomumui gauta
nagrinéjant biitent kiino ciklinés plastiskosios suirties biivj. Metodika originali
tuo, kad i$ anksto nekelia jokiy reikalavimy suirimo tipui (progresyvinis ar kin-
tamasis plastiSkumas). Suirimo tipas yra ekstreminio uzdavinio (1.11)—(1.15)
sprendimo rezultatas. Tokias mokslines idéjas pirmasis iskéele A. Cyras.

1.2.2. Istorinis Melano ir Koiterio teoremy kontekstas

Prisitaikomumo reiskinj nagrinéti galima atskirai i§ mechanikos statikos ir ki-
nematikos pozicijy. Pastaroji yra labiausiai paplitusi tarp Vakary Europos $aliy
mokslininky. Pradzioje detalizuosime stating prisitaikomumo teorema, i$saugo-
dami pirminius jos pazyméjimus tenzorine forma.

Statiné formuluoté pirmiausia buvo sukurta Bleicho (Bleich 1932), o vé-
liau jrodyta Melano (Melan 1936). Supaprasting jrodyma véliau paskelbé
Symondsas (Symonds 1951), véliau Koiteris (Koiter 1960). Vis délto i teorema
jprastai vadinama Melano prisitaikomumo teorema (Konig 1987).
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Tarkime, kad tamprusis plastiskasis kiinas V jau prisitaiké prie atsitiktine
tvarka veikianciy apkrovy F(¥), galiniy kisti tik apkrovos daugikliais apibrézto-
je srityje Q (tai aptartoji apkrovy kitimo sritis, parodyta 1.1 pav.). Tuomet nebe-

kinta nei atsirades plastiniy deformacijy laukas 85 =¢;;, nei lickamyjy jtempiy

laukas p;; = p;; , nepriklausomai nuo tolesnio tampriyjy jtempiy o; (x.r) kiti-

mo. Suprantama, pastarieji jtempiai gali varijuoti kintant apkrovai pagal (1.5)
formule. I$ Melano teoremos iSeina, kad prisitaikomumui butina salyga yra ne-
kintamo liekamyjy jtempiy lauko pj; egzistavimas, uztikrinancio, kad salyga

£lof (xt)+ By (%) | < k() (1.18)

galioty visoms srityje apibréztoms apkrovoms visuose kiino taSkuose. Salyga
(1.18) gali buti perrasyta taip:

P
f[ Y o (x.0)+ Ty (x)}
max max 5=l <1
xeV BeeQ k(X)

(1.19)

Toliau pateikiama Melano teoremos klasikiné formuluoté: jeigu egzistuoja
nuo laiko nepriklausomas liekamyjy jtempiy laukas ﬁij ir toks realusis skaicius

u>1, kad
151.].2/. =0 taryje V, /‘_Jij”j =0 ant pavirSiaus Sf ,

Py =0,kai 120, [ Dyyp;ppdV <o,
i

flos ]
max max —— < —, (1.20)
xel BeQ k(x) 7
tuomet konstrukcija prisitaikys, veikiant bet kokiai apkrovy sekai [3; (t) is api-
bréztos srities €.
Melano teorema supaprastina prisitaikanciy konstrukcijy analize iki dviejy

etapy:
1) tamprios analizés veikiant visiems galimiems apkrovy deriniams;

2) tokio liekamyjy jtempiy lauko radimo, kuris minimizuoty kairiajg (1.19)
iSraiskos puse.
Pabréztina, kad statingje prisitaikomumo teoremoje néra nagrinéjami tampriyjy
jtempiy laukai su singuliariaisiais taskais.
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Kinematiné formuluoté
Kadangi neprisitaikymas yra susijes su tam tikru plastiniy deformacijy pasiskirs-
tymu, galima tikétis, kad prisitaikomumo analizés metodika galéty biiti pagrjsta
ir derama kinematiniy lauky analize. Pirmieji rezultatai, taikant tokj buda, buvo
pristatyti Nylo (Neal 1950), kuris pristaté ribinio ciklo id¢ja ir iSvedé kinematine
prisitaikomumo teorija ploksStiems rémams ir sijoms. Apibendrinta teorija konti-
nualioms konstrukcijoms pateiké Koiteris (Koiter 1956). IS Sios teorijos buvo
iSvesti keli inkrementinio suirimo analizés metodai (Gokhfeld 1966; Sawczuk
1974).

Koiterio teorema teigia: prisitaikomumo nebus, jeigu, veikiant tam tikrai
apkrovimo sekai is apkrovos daugikliais apibréztos srities €2, egzistuoja:

1) apkrovos seka [, (t) eQ, te(O, T) ;
2) plastiniy deformacijy grei¢iy ciklas &; (x.r), sukeliantis atitinkamus

plastiniy deformacijy prieaugius per laiko intervala

Ag;(x)= J.Sl-j(x,l‘)df:E(UiJ +uj,i)>
0

u; =0 ant pavirSiaus S, (1.21)
yra toks, kad
T r . r . T . .
112 B () Fwdv + | 3 B (1)TF3ds [de > [[D(Z;)dvde. (1.22)
0 v s=1 STS=1 or

Pritaikius virtualaus darbo principa, kairioji nelygybés (1.22) pusé gali biiti
perrasyta taip:

T .
[[of [5@' + Dz'jkl,bkl}dtha
0r

cia ;7/d — liekamyjy jtempiy laukas, vienareikSmiskai apibréztas deformacijy

Eij. Taciau paskutinis integralas pranyksta, nes Dy, 0'; yra tamprus (taigi ki-

nematiskai leidziamas) deformacijy laukas.



18 1. PRISITAIKOMUMO ANALIZE VEIKIANT DAUGIADIMENSEI APKROVAL....

Tuomet nelygybé (1.22) jgauna tokig forma:

T
Haljgy dvde > HD( ;) dvdr . (1.23)

Glaustai apie kinematinés prisitaikomumo teoremos jrodyma. Tarkime, kad
reikalinga kiino prisitaikomumui salyga (1.18) galioja. Tuomet, bet kokiam plas-

tiniy deformacijy grei¢iy laukui &7

gybé

i deél takumo salygos iskilumo, galioja nely-

e | = P
[aij —(O'[j +O'zj)}"3y' >0,

¢ia o — takumo jtempis, susietas su 81‘7 taip, kad sandauga El-jé;j-’ yra lygi

disipacijai D(é;j—’ ) Integruojant nelygybe visame kiino turyje ir laiko intervale

(0, T) , gaunama

T . . T p—
({I{D(gyf’)dth jja &2 dvdr + jipyAgf av .

Taciau, jeigu plastinés deformacijos prieaugis Aglff :55 (x,T )—85 (x,O)

yra kinematiskai leidZziamas, o taip yra kai 8 i = =&;;, paskutinis integralas pra-

nyksta ir likusioji nelygybé priestarauja prielaidai (1.22). Taigi prisitaikymas yra
nejmanomas jeigu galioja abi salygos (1.21) ir (1.22).

Kita vertus, kiinas (konstrukcija) prisitaikys, jeigu egzistuoja realusis skai-
¢ius u>1, toks, kad visiems apkrovimo variantams /[ (t) ir visiems kinema-

tiskai leidziamiems deformacijy greiciy laukams EU (t. y. tiems kurie sukelia

atitinkamus deformacijy prieaugius) galioja tokia nelygybé:

T T
g J [ of (x0)e; (xt)dVdr < ij(Elj)dth. (1.24)
oy oy

Analogiska iSvada (1.17) buvo gauta, pasitelkus ekstreminius energinius
principus (1.2.1 skirsnis).
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1.3. Siuolaikinés prisitaikomumo teorijos taikymo
kryptys

1.3.1. Bendrieji pastebéjimai

Istoriskai prisitaikomumo teorijos tyrimai buvo nukreipti, viena vertus, j tolesne
pacios teorijos plétote, kita, j taikomyjy metodiky kiirimg. Pastarajai krypciai
(santvary, sijy, rémy, plokséiy, kevaly skaic¢iavimui) priklauso gerai Sioje srityje
zinomy mokslininky darbai (Corradi, Donato 1975; Corradi, Zavelani 1974;
Maier 1969; Moskviti, 1960; Neal 1950; Ponter 1972; Rozenblum 1958;
Rzhanitsyn 1954; Sawczuk 1974; Symonds, Prager 1950). Kompleksing — teori-
ne ir prakting — prisitaikomumo teorija savo darbuose plétojo jau minéti Koiteris,
Melanas ir kiti (Koiter 1960; Konig 1987; Melan 1936; Nguyen Dang Hung,
Konig 1976).

Tiesiogiai taikant klasikines Melano ir Koiterio prisitaikomumo teoremas ir
elementarius mechanikos metodus, galima nagrinéti tik labai paprastas sistemas.
Galimybes pritaikyti $iuos metodus bet kokio sudétingumo konstrukcijoms ge-
rokai iSplété Siuolaikiniy skaitiniy metody ir matematinio programavimo panau-
dojimas (Aliawdin 2005; Bousshine et al. 2003; Dang Van et al. 1995; Maier,
Cohn 1978; Maier 1969; Staat, Heitzer 2003; Stein ef al. 1993; Weichert, Maier
2001; Weichert, Ponter 2009). Pazymétini eksperimentiniai prisitaikomumo ty-
rimai, kuriuos atliko Gokhfeldas, Cerniavskis ir kiti (Dorosz ef al. 1981;
Gokhfeld, Cherniavsky 1980). Plétojant prisitaikomumo teorijos taikyma atsi-
skyre keletas specifiniy sri¢iy, kurios glaustai aptariamos kitame poskyryje.

1.3.2. Geometriniai efektai, medziagy ir konstrukcijy jvairovée

Geometriskai netiesiniy konstrukcijy prisitaikomumas. Vienas pirmyjy
svarbiy darby apie geometrinius efektus parasytas Majerio (Maier 1972). Jame
nagrinéjamas netiesiniy efekty atliekamas darbas ir suformuluojama jo nenei-
giamumo salyga, uZztikrinanti konstrukcijos stabilumg. Véliau, devintojo de-
Simtmecio pradzioje atsirado pirmieji svarstymai apie geometriniy efekty jtrau-
kimg j prisitaikomumo uzdaviniy formuluotes. Kionigas ir Maieris apzvelgé ne
tik geometriniy bet ir dinaminiy, bei medziagos sustipréjimo efekty jvertinima
prisitaikomumo uzdaviniuose, naudodami diskretizacijai patogias matricines
formuluotes (Duszek 1988; Konig, Maier 1981). Geometrinj netiesisSkuma iSsa-
miai nagring¢jo Vokietijos mokslininkai, kuriems artimesnés jtempiy lauko ir
kontinuumo formuluotés (Gross-Weege 1990; Tritsch, Weichert 1995; Weichert,
Hachemi 1998; Weichert 1986). Profesorius Veichertas Siuose tyrimuose bene
geriausiai Zinomas, taciau svarbiy darby parasé ir Dang Vanas, Majeris, Sakse
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(Dang Van ef al. 1995; Weichert, Maier 2001). Verta paminéti Tritsch apginta
disertacija (vadovaujant Veichertui) apie geometriSkai netiesiniy konstrukcijy
prisitaikomuma (Jean-Bernard Tritsch 1993).

Svarbus $iai sri¢iai yra Lenkijos mokslininky Kionigas ir ypa¢ Siemasko
darbai (Konig, Siemaszko 1988). Sie autoriai nagringjo prisitaikomumo stabili-
zacijg, naudodami geometrinio netiesiSkumo formuluotg. Minétame 1988 m.
publikuotame straipsnyje autoriai sprendzia prisitaikomumo uzdavinj ir randa
plastines deformacijas (prisitaikomumo kelig), tuomet grjzta ir eina ta kryptimi
mazais zingsniais, naudodami geometrinj netiesiSkumg ir jvairias medziagos
sustipréjimo formas. Pateikiami palyginimai tarp idealiai tampriosios plastinés
elgsenos ir jvairiy sustipréjimo modeliy. Pirminiame §iy autoriy straipsnyje
(Siemaszko, Konig 1985) iSsamiau paaiskinamas biitent geometrinio netiesis-
kumo taikymas.

Véliau Siemasko praplété klasikine prisitaikomumo teorija ir pritaiké geo-
metriskai netiesiniams, sustipréjimo ir silpn¢jimo efektams. Jo sukurta metodika
iteraciSkai nustatoma tikroji konstrukcijos elgsena prasidéjus takumui ir gauna-
mas prisitaikomumo daugiklis (Siemaszko 1995). Autorius tai vadina neprisitai-
komumo analize, nes, jvertinus netiesine elgsena po plastiniy deformacijy atsi-
radimo, pradinio prisitaikomumo daugiklio gali ir neuztekti, jei atsiranda
nestabilumas. Taciau straipsnyje autoriai vertina sustipréjimg ir pavyzdziu rodo,
kad klasikinis prisitaikomumo daugiklis yra Zemiau tikrojo, kai medZziaga sustip-
réja.

Majeris su kolegomis apzvelgé netiesinio prisitaikomumo pazanga ir nagri-
néjo ciklinio apkrovimo istorijas analizuodami cilindrg veikiama cikliniy tempe-
ratiriniy apkrovy (Maier et al. 1993). Jo straipsnyje pateikiami skaitiniai rezulta-
tai su modeliavimo programa Abaqus, vertinamas cilindro isklupimas ir skirtingi
pritaikomumo keliai po daugelio kartotiniy cikly. Taikoma von Mizeso takumo
salyga, kuri palyginama ir su Tresca kriterijumi. Biitina paminéti keleta straips-
niy rinkiniy, kuriuose apibendrinami mokslo pasiekimai $ioje srityje (Dang Van
et al. 1995; Kleiber, Konig 1990). Galima teigti, kad Sios srities tyrimai pastarai-
siais deSimtmeciais Siek tiek primirsti.

Prisitaikomumo teorija geotechnikos uzdaviniuose. Prisitaikomumo taikymas
geotechnikoje yra gana nuodugniai istirtas. Prisitaikomumo teorija i§ esmés yra
tinkama nagrinéti ciklines, kintamas kartotines gamtos ir judancio transporto
apkrovas, kurios dazniausiai ir veikia keliy dangas ir pagrindus (Chazallon et al.
2009; Collins, Boulbibane 2000; Raad, Weichert 1995; Sharp, Booker 1984).
Sioje srityje prisitaikomumo koncepcija taikoma ilgalaikei sluoksniuotyjy me-
dziagy elgsenai nustatyti. Pagrindiné idéja — modeliuoti konstrukcija i§ nehomo-
geniskos tampriosios plastiSkosios medziagos, kuri galiausiai prisitaiko prie ap-
krovos arba jos neatlaiko, t. y. jos elgsena islieka plastiné (Boulbibane et al. 2005).
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Ribiné prisitaikomumo apkrova nustatoma pagal maziausig prisitaikomumo
daugiklj tarp visy dangos sluoksniy. Projektuojant keliy dangas prisitaikomumo
teorija pasitelkiama dangos medziagai ir jos storiui parinkti taip, kad, veikiama
skai¢iuojamosios apkrovos, danga prisitaikyty. Medziagos takumo riba dazniau-
siai nustatoma pagal Moro ir Kulono (Mohr-Coulombs) kriterijy (Boulbibane et
al. 2005). Prisitaikomumo riba priklauso nuo trinties koeficiento, medziagy stip-
rumo santykio, standumo santykio, trinties kampo ir sluoksnio storio (Wang, Yu
2013). Kelio dangy diskretizacijai literatiiroje apraSytuose modeliuose naudoja-
mi dviejy ir trijy dimensijy baigtiniai elementai (Chazallon, Habiballah 2005), o
optimizavimo uzdaviniams spresti dazniausiai pasitelkiami specializuoti vidinio
tasko (angl. interior-point) algoritmai (Nguyen et al. 2008).

Konstrukeijy prisitaikomumas jvertinant medziagos sustipréjima ir susilp-
néjimg. Medziagos sustipréjimo fenomenas pradétas tyrinéti pacioje prisitaiko-
mumo teorijos taikymo pradzioje Nylo ir Majerio (Maier 1972; Neal 1950). Vé-
liau prie metodikos tobulinimo svariai prisidéjo Kionigas, Siemasko ir Steinas
(Konig, Maier 1976; Konig, Siemaszko 1988; Stein ef al. 1992). Si tematika yra
aktuali ir populiari tarp tyréjy iki Siol, kurie prisitaikomumo uzdaviniuose sék-
mingai taiko sustipréjimo fenomeng (Abdel-Karim 2005; Aliawdin, Urbanska
2013; Bodovillé, Saxcé 2001; Bouby ef al. 2009; Simon 2013; Van Long, Dang
Hung 2008) ir kiek reciau — susilpnéjimo (Cocchetti, Maier 2003).

Réminiy Kkonstrukcijy ir santvary prisitaikomumas. Strypiniy statybiniy
konstrukcijy prisitaikomumui skiriama daug démesio, tai viena aktualiausiy pri-
sitaikomumo teorijos taikymo sri¢iy. Paprasciausios konstrukcijos buvo nagriné-
tos paciy pirmyjy prisitaikomumo teorijos kiiréjy, o Siuolaikiniai tyrimai j prisi-
taikomumo uzdavinius jtraukia vis daugiau praktinio projektavimo ir sudétingos
konstrukcijy elgsenos apribojimy. Minimalaus tiirio konstrukcijy projektavima
su takumo ir stabilumo ribojimais nagrinéja Dziambanko, Logo ir nemazai kity
mokslininky (Benfratello et al. 2013a; Kaliszky, Logd 2002; Palizzolo et al.
2014; Tin-Loi 2000). Salyse, kuriose svarbus zemés drebéjimy poveikis konst-
rukcijoms, j prisitaikomumo uzdavinius jtraukiamos ir seisminés apkrovos
(Askari et al. 2013; Benfratello et al. 2013b). Prisitaikomumo teorija gali buti
sékmingai taikoma ir cikliskai veikianc¢ioms jiiry apkrovoms jvertinti ir jiirose
stovin¢ioms konstrukcijoms projektuoti (Fadaee et al. 2008, 2007). Konstrukci-
jos elgsenos KKA atveju tiksliam jvertinimui ir lyginamajai analizei iSlieka
svarbiis iteraciniai prisitaikomumo skaiciavimai (Guralnick et al. 1986; Kanno,
Takewaki 2007; MiloSevi¢ et al. 2011; Palizzolo 2004). Kol kas nedaug iSpléto-
ta, bet labai svarbi sritis — konstrukcijy optimizacija prisitaikomumo salygomis,
taip pat nagrinéta keliy autoriy (De Saxcé, Hung 1992; Domaszewski, Samp-
Stanistawska 1985; Spiliopoulos 1999).
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Daugelis minéty tyrimy iliustruojami ploksciosioms strypinéms konstrukci-
joms, todél verta paminéti, kokiy problemy kyla siekiant projektuoti prisitaikan-
Cias trimates strukttiras. Problema kyla i$§ pacios trimacio konstrukcijos modelio.
Ne visuomet jmanoma tokig konstrukcija sékmingai suskaidyti j ploks¢ius kom-
ponentus. Siuolaikinés statiniy konstrukcijos neretai turi sudétingg trimate geo-
metrijg ir yra veikiamos jvairiy krypéiy apkrovy, todél neiSvengiamai turi bti
projektuojamos integraliai. Iki Siol néra daug praktiniy prisitaikomumo pavyz-
dziy, kuriuose buty nagrinéjama trijy dimensijy konstrukcija su trimatémis ap-
krovomis. Jeigu tokie modeliai nagrinéjami, tai tik labai supaprastinus kitas pri-
sitatkomumo salygas (Bisbos, Ampatzis 2008; Long, Hung 2010; Malena,
Casciaro 2008; Papadrakakis, Papadopoulos 1995; Skordeli, Bisbos 2010; Van
Long, Dang Hung 2008). Problemas i$ dalies lemia ir sudétingas trimacio rémi-
nio baigtinio elemento takumo apraSymas — realiy statybiniy skerspjiiviy pjtvio
takumo salyga priklauso nuo daugelio veiksniy. Tai apsunkina plastiniy lanksty
vietos nustatymg ir tampa sudétinga nustatyti visos konstrukcijos jtempiy ir de-
formacijy buivj. Takumo salygy gausa komplikuoja bendros konstrukeijy skai-
¢iavimo metodikos prisitaikomumo salygomis kiirima.

1.3.3. Prisitaikiusios konstrukcijos poslinkiy nustatymas

Konstrukeijos prisitaikomuma, kaip minéta, lemia sau pusiausvirieji liekamieji

jtempiai o, , taciau jie atsiranda kartu su lieckamosiomis deformacijomis @

. ir

lieckamaisiais poslinkiais #, (mazgy posikiais, pasislinkimais). Konkrecios
konstrukcijos prisitaikomumo biivis nusakomas vieninteliais (pagal Melano teo-
rema) liekamaisiais jtempiais, taciau liekamieji kinematiniai dydziai (deformaci-
jos ir poslinkiai) gali biiti ne vieninteliai: jie priklauso nuo konkrecios apkrovi-
mo istorijos F (t) kurios metu konstrukcija prisitaiké. Toks deformacijy
nevienareikSmiskumas yra nulemtas nusikrovimo reiskinio: jeigu konstrukcijos
taske, veikiant vienai apkrovos kombinacijai F ' takumo salyga yra tenkinama

kaip lygybe, ten susidaro plastinés deformacijos, taciau véliau apkrovimo proce-
se to paties taSko takumo salyga gali tapti griezta nelygybe: tuomet jvyksta vadi-
namasis tasko (arba skerspjtivio) nusikrovimas. Nepaisant nusikrovimo, nagriné-
jamame taske islieka plastiné deformacija, kuri lemia tolesnj liekamyjy jtempiy
ir poslinkiy formavimasi. Taigi, tai reiskia, kad apkrovima apibréZziant tik virsu-
tinémis ir apatinémis ribomis, nejmanoma tiksliai (vienareikSmiskai) nustatyti
liekamyjy poslinkiy. Liekamieji poslinkiai prisitaikomumo proceso metu kinta
nemonotoniskai, todél daznai bandoma nustatyti tik jy kitimo ribas
Uy jpr < U, (t)s Uy sup (Atkoc¢itnas, Venskus 2011; Capurso 1974; Lange-

Hansen 1998).



1. PRISITAIKOMUMO ANALIZE VEIKIANT DAUGIADIMENSEI APKROVAL... 23

Siekiant tiksliai nustatyti liekamyjy deformacijy ir poslinkiy vertes prisitai-
kiusioje konstrukcijoje, biitina nagrinéti konkrecia apkrovimo istorijg. Kitu atve-
ju, tekty nagrinéti visas jmanomas apkrovimo istorijas, taciau net ir atmetus ne-
reik§mingas kombinacijas (nesukeliancias plastiniy deformacijy), realioms
statybinéms konstrukcijoms tai padaryti néra realu. Konkreti apkrovimo istorija
gali buti Zinoma atskirais atvejais — nagringjant ypatingas apkrovas, pavyzdziui,
vienkartinj sunkiasvorio transporto judéjima tiltu, sprogimo, zemés drebéjimo
vienkartinj poveikj ar pan. Tokiems atvejams, taip pat ir teoriniam sprendiniy
patikrinimui, mokslininkai yra pasitile keleta metody (Maier ef al. 1995; Ponter
1972). Dalis tokiy metody veiksmingi tik vienkartei, monotoniskai kintanciai
apkrovai (Baronas, Cyras 1971). Vadinamieji tiesioginiai metodai, i§vedami tie-
siogiai i§ ribiniy buviy ar prisitaikomumo teoremy ir formuluojami kaip mate-
matinio programavimo uzdaviniai. Nguyen 1983 pasiiilé paprasta tiesinio pro-
gramavimo uzdavinj (Nguyen 1983):

ny
min ) k; , (1.25)
i=1
kai
G'0,+k=M,, (1.26)
0,=56,20, (1.27)
M, =8'M, >0, (1.28)

¢ia k; — nezinomi koeficientai (skaiciai), kurie, uzdaviniui artéjant prie optima-
lios reik§més, nyksta ir (1.26) formulé virsta jprastine liekamyjy dydziy pusiaus-
vyra. Matrica G'=S'GS yra liekamyjy jrazy infliuentiné matrica (ji dauginama
i§ plastiniy deformacijy, norint apskaiCiuoti lieckamasias jrazas):

PSS [ L RS [ L) e S | , - : -
G=D A |AD A AD " —-D . Matricos § ir §' yra diagonaliosios

zenkly matricos (jstrizainéje turi vieneta, minus vieneta arba nulj). Matrica §
surenka plastiniy deformacijy Zenklus suirties metu (gautus i$ pries tai iSspresto
suirties uzdavinio). Matrica S'ta pacia operacija atlieka su liekamyjy jrazy vek-
toriumi. Tokio uzdavinio sprendinys yra plastinés deformacijos pries pat suirima
(vos sumazinus zinoma suirimo apkrova). Ta patj sprendinj galima pasiekti ir
papildomos deformavimo energijos minimumo principu paremtu kvadratinio
programavimo uzdaviniu (apie tokius uzdavinius bus kalbama 2.2 poskyryje)
(Merkeviciuté, AtkoCitinas 2003).
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1.3.4. Matematinis programavimas optimizuojant
prisitaikancias konstrukcijas

Konstrukcijy optimizacija (nekalbant apie prisitaikomumg) yra gana jauna
mokslo sritis. Pirmieji svarbis tyrimai atlikti tik XX a. antrojoje puséje (Cox
1965; Gerard 1956; Mrdz 1960). Matematinj programavima tampriosioms plas-
tinéms konstrukcijoms optimizuoti aktyviai pradéta taikyti tik aStuntajame XX a.
desimtmetyje (Cyras 1969; Lesniak 1970). Véliau §i teorija suformuluota iki
Siuolaikinio lygio ir pritaikyta prisitaikomumo uzdaviniams spresti (Armand
1971; Cohn, Maier 1979; Maier, Cohn 1978; Maier, Munro 1982).

Siame skirsnyje glaustai apzvelgiami labiausiai paplite matematinio pro-
gramavimo metodai, taikomi prisitaikiusiy konstrukcijy liekamyjy jrazy skaicia-
vimo uzdaviniams spresti. Matematinio programavimo terminais, toks uzdavinys
uzraSomas taip:

min o7'(x), (1.29)
kai gi(x)SO, i=1,2,....,m, (1.30)
Bi(x)=0, i=12 ..1. (1.31)

1.6 paveiksle parodyta leidziamoji sprendiniy sritis x (1.30)—(1.31) ir per ja
einancios tikslo funkcijos ©# '(x) lygio linijos (briik$niné linija). Kuno ir Take-
rio salygos (kartais vadinamos trijy mokslininky garbei Karush, Kuhn ir Tucker
salygomis) yra biitinos saglygos, kad uzdavinio (1.29)—(1.31) sprendinys bty
optimalus. Sprendinys yra optimalus jeigu galima rasti tokius dydzius 4;,

i=12,....miru; i=12,...,1, kad biity tenkinamos salygos:

VT (x*)+ Vg (x*)2+ VA" (x*)u=0, (1.32)
g (x*)=0, (1.33)
220. (1.34)

(1.32) lygtys reiskia, kad optimalaus (1.29)~(1.31) uzdavinio sprendinio
x* tikslo funkcijos gradientas Vo7 '(x*) yra uzdavinio apribojimy gradienty

tiesiné kombinacija (Kuno ir Takerio salygos optimaliame taske x* vaizduoja-
mos 1.6 paveiksle):

v (x) =—gvgi (x*),z—élwzi (") (1.35)
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Vektoriy 4 ir # komponentai vadinami Lagranzo daugikliais, o salygos
2igi (x*)=0, 4 >0, i=1,2,...,m — matematinio programavimo grieztumo
salygomis.

1.6 pav. Geometriné Kuno ir Takerio salygy interpretacija (Atkocitinas 2011)
Fig. 1.6. Geometric interpretation of the Kuhn-Tucker conditions

Matematinis programavimas taikomas visuose vadinamuosiuose tiesiogi-
niuose prisitaikomumo ir ribiniy buviy analizés metoduose (angl. direct me-
thods). Tokie metodai tiesiogiai grindziami statine ir kinematine prisitaikomumo
teoremomis. Sie metodai yra gerai istobulinti ir vis dar uzima didziausia nisa
konstrukcijy optimizavimo srityje ir analizé¢je prisitaikomumo salygomis
(Alyavdin 2005; de Saxcé et al. 2013; Dieter, Alan 2009; Mroz et al. 1995;
Pochtman, Piatigorskii 1978; Sawczuk, Mroz 1975; Spiliopoulos, Weichert
2014; Weichert, Maier 2002, 2000). Toliau Siame poskyryje nagrinéjamos kelios
uzsienio mokslininky prisitaikomumo uzdaviniy formuluotés, pagrjstos tiesiogi-
niais matematinio programavimo metodais, svarbiais disertacijos tematikai. Ra-
Sant kity autoriy uzdavinius, laikomasi originaliy Zyméjimy, kurie néra jtraukti j
Sios disertacijos zyméjimy sarasa.

Kalisky ir Logo nagrinéjo prisitaikanciy strypiniy konstrukcijy (santvary)
optimizacija taikydami matematinj programavimag (Kaliszky, Logd 1997). Mi-
nimalaus tirio strypiniy konstrukcijy, apkrauty daugiaparametre apkrova opti-
mizavimo uzdavinio modelis su papildomy liekamyjy jégy energijos W, suvar-
zymu, formuluojamas taip:

min V:ATI,
kai

max
. +0,.<R,
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_ min—QrSR,

e

Ay -A<0,
)y —ji [qri(s)}zds—W,O <0.
j 0

Cia funkcija q, (S) iSreiskia vidiniy jégy variacijg iSilgai strypo, @ yra vidiniy
jégu vektorius, A ir I strypy skerspjuviy ploty ir ilgiy vektoriai, R — strypy
atspariy (plastiniy momenty arba takumo jégy) vektorius. Straipsnio autoriai
pazymi, kad naudojant papildomus suvarzymus strypy gniuzdymo jtempiams, j
optimalaus projektavimo procediirg gali buti jtraukti stabilumo reikalavimai.
Sioje disertacijoje bus taikomas bitent toks principas.

Italijos mokslininkai (Palizzolo et al. 2014) taip pat plétoja tiesioginius ma-
tematiniu programavimu pagrjstus prisitaikanciy konstrukcijy optimizavimo me-
todus. Uzdavinius jie papildyto stabilumo ir standumo apribojimais, taip pat tei-
kia sitlymus jtraukti seisminius poveikius. Tokia salygy gausa optimizavimo
uzdavinius padaro labai netiesiskus ir jy sprendimui biitina naudoti apytikslius
metodus arba, kaip sitilo autoriai, i§skaidyti uzdavinj j du sprendimo Zingsnius.
Pirmiausia, deramai pasirinktam skaiciui vadinamojo perturbacijos koeficiento
® > 0 reikSmiy sprendziama tokia uzdavinio formuluoté:

min 14 , (1.36)
s I s I vs vl 1
(t,uo,utj,uy,uj,uj Yy ,YO+,YO_)

kai

tkd Ede, kd :1,2,...,}’ld, (137)
< <Mk =ng g 2,y xm, (1.38)

C C C
Hi—h>0, (1.39)
Q, = DCuy+ 0y, Kuy—F, =0, (1.40)

I~ S

& M,t,S5(T;

Uy =@ ——— ( ’), 05 =DCut, OF =[S ;¥ 4 PO} . (1:41)

O
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&M, 7,5, (7;
uy =@, ——— (J),Qf=DCu§,Q;’=Jz,zkpsz;£zQ}1,(1.42>
w.
J
o’ =NG, (0 +0f" |- R=<0, (1.43)
S0e oS | —=p
ol =NG,(Qu +0 +QPA+)—SYO +@R-R<0, (1.44)
= NG ( Soe) S¥S +@R-R<0, (1.45)
= 0 .
VAR (1.46)
o 20, :
ol =NG, (0. +0' + 0, |- S¥), - R <0, ¥, >0, (1.47)
¢£ENGP(Q06—QI+ ’06) SY] -R<0, ¥l >0. (1.48)

Siame modelyje lygtys (1.37)~(1.39) yra technologiniai (konstrukciniai)
kintamyjy apribojimai, lygtys (1.40)—(1.42) apibrézia tampriosios konstrukcijos
elgsenos dydzius, veikiant fiksuotoms ir seisminéms apkrovoms, o (1.43)—(1.48)
lygtys nusako prisitaikomumo ir ribinio buivio apribojimus (i§ esmés takumo
salygas), parasytus remiantis apatinés ribos (statine) prisitaikomumo teorema.

Antruoju zingsniu tyréjai (Palizzolo et al. 2014) minimaly konstrukeijos tiirj
nustato i$ atskiro minimizacijos uzdavinio, kurio kintamasis yra tik perturbacijos
koeficientas:

min V , (1.49)

w

kai

295 (0)S75 (o) + o U]

ﬁ,jso, (1.50)

¢ia (1.50) lygtys yra pasirinkti konstrukcijos plastiSkumo ribojimai (savo esme
deformatyvumo ar poslinkiy ribojimai), iSreiksti perturbacijos koeficientu.

Tai, kad prisitaikancios konstrukcijos optimizavimas su poslinkiy ribojimais
yra, i§ principo, du uzdaviniai sutalpinti vienas | kita, ra$é Atkocilinas
(Atkocitinas 1999). Remiantis tokia interpretacija, liekamyjy jraZzy nustatymas
optimizavimo uzdavinyje yra vidinis energijos minimizacijos uzdavinys
(vadinamasis analizés uzdavinys), o poslinkiy ribojimas atliekamas tik po to —
antruoju zingsniu.
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Uzdavinio matematiné formuluoté uzraSoma taip:

min L' §,, (1.51)
kai min (o%'(sr) =%sf DSFJ, (1.52)
AS, =0, (1.53)
9, =C—f;(8,+8,;)20. jeJ. (1.54)
C=£(S,), 8520, (1.55)
ur, min < u,. inf > ur, sup < Uy max > (1.56)
Uy gy =m0in Hi 2, wy o =maxHZ, i=12,...m, (1.57)
|4 14
B;i=B.S,, 1>0, i'C<D,,,. (1.58)

UZdavinio nezinomieji yra ribiniy jrazy vektorius S, liekamujy jrazy vek-

torius S, ir baziniy sprendiniy vektorius . Salygos B:{i = BrSj yra liekamuyjy
deformacijy darnos lygtys, apie kurias plagiau bus rasoma 2.4.2 skirsnyje. Siame

uzdavinyje vektoriaus i>0 komponentai néra susieti su matematinio progra-
mavimo grieztumo salygy tenkinimu ir nejgyja plastiniy daugikliy reikSmés, kuri
bus aptariama vélesnése optimizavimo uzdaviniy formuluotése. Tokia uzdavinio
formuluoté uZztikrina, kad buty tenkinamas papildomos deformavimo energijos
minimumo principas (1.52). Uzdavinys sprendziamas iteracijomis, pirmiausia
randamos liekamosios jrazos i§ vadinamojo vidinio analizés uzdavinio
(1.52)—(1.54), tuomet tikrinama ar konstrukcijos liekamieji poslinkiai nevir$ija
nustatyty riby #,. .., 4. . (pridéjus tamprigja dalj, uzdavinj galima formu-

luoti ir suminiais poslinkiais) ir ieSkoma geresné tikslo funkcijos reikSmeé
(Merkeviciuté, AtkocCitinas 2006; Skarzauskas et al. 2005).

Poskyrio pabaigoje verta paminéti, kad tiesioginiai prisitaikomumo metodai,
pagristi matematiniu programavimu, labai priklauso nuo matematiniy optimiza-
vimo uzdaviniy sprendimo algoritmy, todél, sukiirus netiesinj (o kartais ir neiski-
lyjj) konstrukcijos optimizavimo uzdavinio matematinj modelj, tampa sudétinga
ji skaitiskai realizuoti (Benfratello et al. 2013a). Nuo taikomy algoritmy labai
priklauso kaip efektyviai ir greitai gali buti iSspresti tokie uzdaviniai. Tiesiogi-
nius metodus nelengva taikyti dideliems, baigtiniy elementy diskretizacija
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pagristiems realiy konstrukcijy modeliy esant optimizavimo prisitaikomumo
biiviui uzdaviniams spresti. IS principo tokius metodus gana sudétinga apibend-
rinti ir taikyti skaitinése baigtiniy elementy programose (Casciaro, Garcea
2002). Siems tikslams yra kuriami netiesioginiai prisitaikomumo metodai (angl.
indirect methods), apie kuriuos bus raSoma kitame skyriuje.

1.4. Iteraciné konstrukcijy analize

1.4.1. Bendros pastabos apie inkrementine analize

Tiesioginiy, optimizacija pagristy metody alternatyva yra iteraciniai prisitaiko-
mumo biivio nustatymo metodai (Casciaro, Garcea 2002; Grof-Weege 1997;
Janas et al. 1995; Zhang 1995), kurie siekia didinti skaitinés realizacijos efekty-
vuma ir glaudinti prisitaikomumo ir baigtiniy elementy metodo integracija.

Vienas i§ iteracinés prisitaikomumo analizés metody yra vadinamieji tamp-
raus kompensavimo (angl. elastic compensation) algoritmai, kuriuos iSsamiai
nagrinéjo Ponteris (Ponter, Carter 1997; Ponter, Engelhardt 2000). Aprasytu me-
todu prisitaikomumo daugiklis gaunamas iteratyviai skai¢iuojant pseudotamp-
riuosius sprendinius, kurie sukuria monotoniskai mazéjancia virSutiniy riby seka,
konverguojancig | tiksly sprendinj. Toks metodas turi privalumy, palyginti su
tiesioginiais prisitaikomumo metodais, ir yra tinkamas taikyti su baigtiniais ele-
mentais, taciau jis vis tiek yra sudétingas ir skaitiSskai neefektyvus, palyginti su
atitinkama ribiniy biviy iteracine analize. Algoritmui reikia daug iteracijy ir
kiekvienoje i$ jy butina visiskai i$ naujo atlikti tampria konstrukcijos analizg,
performuojant globaliaja standumo matrica.

Alternatyvy iteracinj metodg pasitilé Pycko (Janas et al. 1995; Pycko 1997,
1995). Autorius performulavo klasiking Melano teoremg, siekdamas sukurti
efektyvy inkrementinés analizés algoritma. Efektyvumas cia vél suprantamas
kaip skaitinés realizacijos sparta. Apkrovimo ciklg autorius pakeité baigtiniu
apkrovimo varianty skai¢iumi. I$ prisitaikomumo analizés zinoma, kad prisitai-
komumo apkrovos daugiklis ir asimptotinis tamprus konstrukcijos elgesys ne-
priklauso nuo apkrovy varianty pridéjimo sekos (nuo apkrovimo istorijos). Si
savybé leidzia transformuoti pereinamaja tampriosios plastinés analizés dalj |
tam tikra ciklinés inkrementinés analizés tipa. Visi ciklag sudarantys apkrovimo
variantai inkrementinéje analizéje analizuojami tuo paciu laiko momentu. Pa-
grindiné informacija apie plastiniy deformacijy plétimosi procesus per visa ap-
krovimo ciklg jtraukiama j pertvarkyta tangenting matricg. Tokiu btidu pereina-
moji deformacijy fazé analizuojama ciklas po ciklo, be inkrementiniy apkrovos
didinimy ciklo viduje. Pycko pademonstravo savo algoritmo galimybes trimaciams
KKA veikiamiems rémams analizuoti. Vis délto, kaip ir Ponterio algoritmas, $is
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yra paremtas gana dideliy tangentiniy ir integraliniy matricy formavimy ir tai
neleidzia pasiekti norimos skaiciavimy spartos.

Iteracinei plastiniy konstrukcijy analizei daznai taikomi grjzimo atvaizda-
vimo (angl. return mapping) algoritmai (1.7 pav.). Pirmuosius tyrimus apie $iuos
algoritmus atliko Kriegas (Krieg, Krieg, 1977), véliau esminius postiimius pada-
ré Simo (Ortiz, Simo 1986; Simo, Ortiz 1985; Simo, Taylor 1985; Simo 1992),
taip pat kiti autoriai (Armero, Perez-Foguet 2002; Bilotta et al. 2012; Casciaro,
Garcea 2002; Clausen et al. 2006; Garcea et al. 2005; Hoppe, Petrova 2005).
Algoritmai sukurti grjzti ant takumo pavirSiaus, kai konstrukcijos tasko jtempiai
Ji virsija, taigi algoritmas skirtas plastiSkumui nagrinéti. Jis laibiausiai tinka, kai
analizuojama tolydzioji takumo funkcija, tada grizimo kelias yra lengvai apibré-
Ziamas, takumo salyga yra tiesiné dalimis (angl. piecewise linear), grizimas
tampa galimas ne j tiese ar plok$tuma, bet j taska. Sias problemas nagrinéja mi-
nétas Klauzenas straipsnyje (Clausen et al. 2006).

<0

Tamprusis spéjimas

1.7 pav. Grizimo atvaizdavimo (angl. return mapping) algoritmo grafiné iliustracija
Fig. 1.7. Iliustration of the return mapping algorithm

Grjzimo atvaizdavimo algoritmas patogus von Mizeso takumo sglygai, tuo-
met jis vadinamas radialinio atvaizdavimo (angl. radial return) algoritmu. Zi-
noma, atskiru atveju, kai konstrukcijoje veikia tik viena jraza, taikyti algoritma
labai paprasta bet kokiai takumo salygai. Sie algoritmai tinkami ir nagrinéjant
sustipréjancias konstrukcijas — tuomet grjZztama j pasislinkusj (jei kinematinis
sustipréjimas) arba padidéjusj (jei izotropinis sustipréjimas) takumo pavirsiy.

Mokslo literattiroje galima rasti ne viena minéto algoritmo variacija, pritai-
kyta konkrec¢ioms problemoms nagrinéti. Bilota (Bilotta et al. 2012) patobulino
vadinamaja artimiausio tasko projekcijos schema (angl. closest point projection
scheme) jvesdamas | algoritma kvadratinio programavimo uZzdavinj. Savo
straipsnyje mokslininkas taiko arkos metoda prieaugio zingsniui reguliuoti ir
teigia, kad jo metodas yra skaitiskai efektyvesnis sudétingesniems uzdaviniams
spresti (iteracijos pakei¢iamos optimizavimo uzdavinio su nelygybiy apribojimais
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sprendimu). Jis pateikia dviejy dimensijy konstrukcijos (plokstelés), apkrautos
vienkarte apkrova ir sumodeliuotos baigtiniais elementais, analizés pavyzdj.

Klauzenas, Damkilde ir Andersenas straipsnyje (Clausen et al. 2006) galima
rasti i§samy jvada, kuriame apibendrinami grjzimo atvaizdavimo algoritmai ir
pateikiama daug literatiros nuorody. Autoriai sitilo pritaikyti patobulintg algo-
ritma, skirta takumo salygoms svarbiausiy jtempiy erdvéje. Kai Sios sglygos yra
tiesinés, sitlomas efektyvus algoritmas, ypa¢ tinkamas diegti | kompiuteriy pro-
gramas. Vienintelis autoriy nurodomas tritkumas — poreikis transformuoti koor-
dinaciy erdve i§ esamos | svarbiausigja. Straipsnyje paaiSkinama, kaip grjzti
(angl. plastic corrector) | plokStuma, ties¢ arba taska (1.7 pav.), pateikiamos
formulés ir algoritmas. Nagriné¢jamas pavyzdys su Moro ir Kulono takumo saly-
ga, tadiau tik su vienkarte apkrova.

1.4.2. Energinis principas grjzimo atvaizdavimo metodikoje

Casciaro ir Garcea sukiiré inkrementinj-iteracinj prisitaikomumo analizés meto-
da, kuris, jy teigimu, galéty buti taikomas apibendrintai bet kokiame baigtiniy
elementy metode (Casciaro, Garcea 2002). Sitlomas algoritmas turi panaSumy
su Rikso kelio sekimo algoritmu, naudojamu tampriyjy plastiniy konstrukcijy
analizei ir pusiausvyros kitimui. Autoriai Siame straipsnyje tiria prisitaikomumo
daugiklio radimg netiesioginiu metodu, t. y. iteraciniu iteratyviniu metodu, pra-
dedant nuo tampraus sprendinio. Tai turéty buti efektyviau, negu klasikinis ma-
tematinis programavimas, ypa¢ didesniems praktiniams uzdaviniams. Iteracijose
naudojamas jprastas grjizimo atvaizdavimo algoritmas, taciau svarbu, kad §j al-
goritma jie papildo Haro ir Karmano principu. Pateikiami ploks¢iy rémy skai-
ciavimo pavyzdziai. Véliau autoriai iSplété §j metoda ir plokscioms dviejy di-
mensijy konstrukcijoms (plokstéms, sienutéms) (Garcea et al. 2005).

Autoriy straipsnyje algoritmas taikomas prisitaikomumo daugikliui z nu-

statyti. Skaiiuoti pradedama nuo laisvai pasirinkto daugiklio x < g ir jj atitin-
kancio jtempio ¢ *, kuris nebutinai yra leidziamojoje jtempiy srityje E; (,u)
(takumo pavirSiaus viduje). Tuomet, atliekant grjzimo zingsnj, ieSkomas tikrasis
jtempis:

o:aa[a*,#]:o—*_Ksp, O'EES(/J) .

Itempis ¢ su plastine deformacija susietas plastinio tekéjimo désniu:

{: 0, Jjeigu f [0'*,/1] <0,

p=28. gedflon] X o, [o.1]=0.  jeigu f,[o*.u]20.
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Tokia schema yra grizimo algoritmas pagal projekcija j artimiausig taska, ir
ji gali buti atitinkamai pakeista Haro ir Karmano funkcijos minimizavimu, t. y.
tokia salyga:

¢(a—a*):=%{(a—a*)TK_l(a—a*)} =min, Vo eE (u).

Straipsnio autoriai teigia, kad tokia formuluoté labiau tinka skaitiniam pri-
taikymui. Tai yra grieztai iSkilios funkcijos minimumas, taigi ¢, yra viena-
reikSmiskai apibréztas kintamaisiais f ir €.

Biitent $iuo minimumo principu bus pagristi ir disertacijos autoriaus taikomi
iteracinés-inkrementinés analizés metodai, parodyti 3.3 poskyryje.

1.4.3. Geometrinis principas grjzimo atvaizdavimo metodikoje

Grjzimo atvaizdavimo (angl. return mapping) algoritmas realizuojamas skirtin-
gai, priklausomai nuo taikomy takumo salygy. Kaip minéta, klasikinis yra toly-
daus von Mizeso takumo pavirSiaus atvejis, kai bet kuriam erdvés taskui galima
rasti projekcija, statmena, takumo pavirSiaus liestinei (1.7 pav.). Sudétingesnis
atvejis yra nagrinéjant istiesintas takumo salygas, sudarancias uzdarus daugia-
kampius. Dvitéjo profiliuocio takumo salyga, veikiant asinei jégai ir lenkimo
momentui (1.8 pav.), apraSoma taip:

|sM|+|eN| < M.,
M, oW, W
éias=Lzo,85,c=_0=y_P/=_P/,
1918 N() O'yA A

¢ia A — elemento skerspjuvio plotas; W, — elemento plastinis atsparumo momen-
tas; o, — plieno takumo jtempis; M, — plastinis skerspjiivio lenkimo momentas;
N, — ribiné elemento asiné jéga.

Grjzimo atvaizdavimo algoritmas apraSo, kaip grjztama ant takumo pavir-
Siaus, jeigu pseudoelastinis jtempis skerspjuvyje pasiekia neleisting taska (iSeina
uz takumo pavirSiaus riby). Vieng algoritmo Zingsnj sudaro pirminis spéjimas,
skai¢iuojant pagal tampryjj désnj nuo pasirinkto apkrovos prieaugio (angl. elas-
tic predictor), ir plastiné pataisa (angl. plastic corrector), jeigu jtempis (jraza)
iSeina uz leidziamyjy riby. Priklausomai nuo tasko, kuriame atsiduria pradinio
spéjimo jrazos, plastiné pataisa turi grazinti skerspjivio jraza ant takumo pavir-
Siaus tiesés arba jy susikirtimo tasko (1.9 pav.).
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Mo/C

So

Neleistinoji
Sritis

Tamprioji
Sritis

1.8 pav. Dvigubos simetrijos dvitéjo profilio takumo salyga
Fig. 1.8. Yield condition of a double symmetric I-beam profile

S=[MNT
Tamprusis spéjimas
AS S§* =8, +AS
Plastiné pataisa
S,
| M, M

N

0y~  »—]

1.9 pav. Grjzimo atvaizdavimo algoritmas. Grjzimas j tiese ir j taska
Fig. 1.9. Return mapping algorithm. Returning to a line and a point

Algoritmg patogu nagrinéti lenkiamam rémui, kai vertinama tik lenkimo
momento jtaka ir takumo kriterijus yra ribinis lenkimo momentas kiekviename
skerspjuvyje. Toliau pateikiama tokio algoritmo realizacija ir iSvedimas. Pir-
miausia nagrinéjamos fizinés lenkiamosios konstrukcijos priklausomybés:

M=K®@,

Gia K=D' - kvazidiagonalioji elementy standumy matrica.
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Tuomet:
M =K0,, M=K (4 u-0,).

Atskiriama tamprioji ir plastiné dalys (ten, kur egzistuoja plastinés defor-
macijos, lenkimo momentai lygis nuliui):

M K e ! Kpc A1Te 0 } tamprus

e | — _._._._.W”._é_._.ww._ e g — |

0] | Kcr | Kcc | | AL Oy || } plastinis
Isreiskiama tangentiné standumo matrica:

T ... -1
Kl :ARKPAR,Cla. Kp ZKRR_KRCKCCKCR'

Irazy pokytis (pradiné pusiausvyros matrica padauginta i§ atvaizduoty len-
kimo momenty):
AF; =A-AM ;
Jégos, kurios néra pusiausvirosios (lickamosios vidinés/iSorinés jégos):
AF, =AF — AF;,
¢ia AF — einamojoje iteracijoje pridéta suminé iSoriné apkrova (globalioji itera-
cija). Tuomet liekamyjy poslinkiy prieaugis:
Au, = K, 'AF, .

Suminiai poslinkiai iteracijos pabaigoje:

-1
Uopg = Uinitiq + Aty + At = K10 '(Finitial +AF ) +Au, .

Liekamyjy lenkimo momenty prieaugis pjiviuose, kuriuose néra plastiniy
deformacijy:

M =K, A Au,.
Suminiai lenkimo momentai iteracijos pabaigoje:
M, =M M r
¢ia M, turi maziau elementy, todél likusieji vektoriaus komponentai prilygina-
mi nuliui). Tada suminiai liekamieji momentai iteracijos pabaigoje:
M,.=M,,,—M,—EIl-AO,



1. PRISITAIKOMUMO ANALIZE VEIKIANT DAUGIADIMENSEI APKROVAL... 35

¢ia EI-AO =Am=a-AF (suminis momentas minus suminis pseudotamprusis).
Galiausiai priskiriama My = M, ; ir vykdoma kita iteracija.

Tokiu budu realizuojama viena globali iteracija, kuri galioja tiesiniy takumo
salygy atveju geometriSkai tiesinei konstrukcijai. Vertinant antrosios eilés efek-
tus (geometrinj netiesiskuma) iteracijos viduje dar turéty biti atlieckamos Niuto-
no iteracijos koreguojant désnio netiesiSkuma. 1.10 paveiksle pateikiama algo-
ritmo lenkiamam rémui realizavimo kompiuteriu principiné schema. GrjZztamasis
atvaizdavimas kiekvienam konstrukcijos pjaviui j=1,2,....k, jeJ.

[ kiekvienam j=1:k
Aﬁpy_/- =0,
taiyM; =M ; +El;-AG,,

AM] =E]_1Ao9].

jeigu(MO,j +EI A0, ) >M,
AO), ;=00 =AO, .

. *
tai M] = Mpl,] R

AM./ :Mpl,/ _MO:/..

Jeigu(Mo ; +EI <00, ) <=M, |
AO); =40, A0 .
. %
tai M/ = _Mpl,_/’
AM =My ;=M ;.

| ciklo pabaiga.

1.10 pav. Principinis grizimo atvaizdavimo algoritmas
Fig. 1.10. Principle of the return mapping algorithm

Grijzimo atvaizdavimo algoritmo taikymo pavyzdys
Nagrinéjamas portalinis rémas, veikiamas dviejy koncentruoty jégy, galiniy
nepriklausomai kisti duotoje srityje (1.11 pav.). Geometriniai parametrai yra

Zinomi: skerspjliviy inercijos momentai /; =8,83- 10°m* ir I, = 2,44-10%m*.
Iteracinei rémo analizei pasirenkama viena apkrovimo istorija: pridedama jéga
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F (15 kN), tuomet nenukrovus pamazu didinama jéga F, iki virSutinés ribos
(60 kN). Antru etapu F;, palengva nukraunama ir ciklas vél kartojamas. Fiksuo-

jamas horizontalaus sijos poslinkio pokytis apkrovimo metu. Gauta, kad po 10
apkrovimo cikly deformacijos nustoja augti ir konstrukcija prisitaiko (1.12 pav.).

Fy(0)
Fl(t) U E
- T 2
Mo,
E=210GPa, 60
L A=235MPa
S| My, =29.72 kNm, F(1)

Mo Mol =|  My,=61.42 kNm.

-10/ Yo J15 Fi

i mm Apkrovimo sritis, kKN
L=225m L
22om L

1.11 pav. Portalinis rémas veikiamas KKA
Fig. 1.11. Portal frame subjected to variable repeated loads

o _—
30 ’/

20

Apkrova F,, kN

10
0

0,11 0,115 0,12 0,125 0,13 0,135 0,14 0,145 0,15
Poslinkis #;, m

1.12 pav. Apkrovos kitimo ir poslinkio priklausomybé
Fig. 1.12. Variation of displacement over the load

Detaliau nagrinéjat 1.12 paveiksla, matoma, kad per pirmuosius apkrovimo
ciklus konstrukcija patiria didziausias plastines deformacijas. Vélesniuose cik-
luose plastiniy deformacijy, o tuo paciu ir poslinkio prieaugis mazéja. Iteracinis
skai¢iavimas sustabdomas, kai plastiniy deformacijy prieaugis cikle tampa no-
rimai maZzas (pagal pasirinkta matematinj kriterijy).
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1.5. Pirmojo skyriaus iSvados ir disertacijos
uzdaviniy formulavimas

1. Literatiiros analizé parodé, kad ligSioliniai prisitaikanciy konstrukeijy
optimizavimo uzdaviniai néra pakankamai iSplétoti ir kol kas negali
biiti taikomi praktiniam plieniniy konstrukcijy projektavimui. Todél
nauji tokiy uzdaviniy matematiniai modeliai turi buti kuriami jtrau-
kiant projektavimo standarty reikalavimus ir sprendziami integraliai

sujungiant visas biitingsias salygas.

2. Kuriant naujus skai¢iavimo metodus i$skiriamos dvi svarbios kryp-
tys: idealiai tampriy plastiniy konstrukcijy, veikiamy kintamosios
kartotinés apkrovos, ribinio biivio analiz¢é ir Siy konstrukcijy prisitai-
komumas. Pirmuoju atveju, ieSkomos kintamosios kartotinés apkro-
vos kitimo ribos arba ieSkomas nagrinéjamos konstrukcijos paramet-
ry pasiskirstymas i$ ciklinés plastiskosios suirties sglygos. Tokiu
atveju uzdaviniai i§ esmés supaprastéja, nes nereikia nagrinéti apkro-
vimo istorijy, o prisitaikomumo savoka siejama tik su konstrukcijos
baviu iki suirimo. Todél diserstacijoje bus kuriami prisitaikanciy
konstrukcijy optimizavimo metodai apjungiantys stiprumo, stabilu-

mo ir standumo norminius reikalavimus.

3. Konstrukcijos prisitaikomumo buvj uztikrina ne ekstreminio uzdavi-
nio tikslo funkcijos reiksmé, bet statiskai leidziamo jrazy buvio (kai
tenkinamos pusiausvyros lygtys ir plastiSkumo salygos) egzistavi-
mas. Pakankama, jei egzistuoja bent vienas statiSkai leidZiamas jrazy

vektorius.

4. Literatliros analizé parodé, kad matriciné pagrindiniy lygéiy ir pri-
klausomybiy uzraSymo forma naudotina ne tik sudarant uzdaviniy
matematinius modelius, bet ir konstukcijy nagrinéjimui taikant skai-
tinius mechanikos metodus. Todél formuluojamas uzdavinys, kad di-
sertacijoje, sudarant konstrukcijos diskretinj modelj, turi biti taikomi

pusiausvyrieji baigtiniai elementai.

5. Daroma i$vada, kad prisitaikanciy konstrukeijy optimizavimo meto-
dy plétra turi buti siejama su energiniais mechanikos principais, ma-
tematiniu programavimu ir itin aiSkiais optimalumo kriterijy parin-
kimo metodais. Todél disertacijos uzdavinys — vystyti teorinius ir
praktinius prisitaikomumo teorijos taikymo metalinéms konstrukei-

joms projektuoti metodus.






Prisitaikomumo teorijos pletoté
diskretizuotoms konstrukcijoms

Antrajame skyriuje, naudojant matematinio programavimo priemones, kuriami
prisitaikanciy konstrukcijy optimizavimo uzdaviniy matematiniai modeliai. Visy
pirma aptariamas biitinas matricinis diskreCios tampriosios strypinés konstrukci-
jos aprasymas. Visos konstrukcijg aprasancios lygtys sujungiamos j bendrg sis-
tema, aprasancia jtempiy ir deformacijy buvj. Remiantis $ia sistema iSvedami
konstrukcijos analizés ir véliau optimizavimo uzdaviniai. UZraSomas bendrasis
prisitaikancios konstrukcijos optimizavimo uzdavinys, tinkamas bet kokiai
konstrukcijai. Toliau skyriuje pateikiamos naudingos optimizavimo uzdaviniy
transformacijos, leidzian¢ios sumazinti programavimo uzdaviniy apimtj; iSve-
dama tiesiniy takumo salygy uzdavinio formuluoté, kuri Sioje disertacijoje tai-
koma strypinéms konstrukcijoms. Aptarus visas teorines ir matematines prielai-
das, nagrinéjamas eurokodo standarty reikalavimy jtraukimas j optimizavimo
uzdavinius. Suformuluojamos elementy stiprumo, klupumo ir poslinkiy ribojimo
salygos. Aptariamas klupumo salygy rySys su plastine konstrukcijos elgsena ir
matematine tokiy reikalavimy realizacija. Nagrinéjant tinkamumo buvio reika-
lavimus, pateikiamos metodikos, kaip optimizavimo uzdaviniuose sujungti
skirtingus EC patikimumo lygmenis, taikant atitinkamus dalinius koeficientus.
Tokiu bidu Siame skyriuje pateikiamos visos matematinés uzdaviniy formu-
luotés, reikalingos konkreciy konstrukeijy skaitinei optimizacijai treciajame ir

39



40 2.PRISITAIKOMUMO TEORIJOS PLETOTE DISKRETIZUOTOMS KONSTRUKCIJOMS

ketvirtajame skyriuose. Skyriuje pateikta medziaga publikuota disertacijos auto-
riaus straipsniuose (BlazeviCius et al. 2014; Blazevicius, Atkocitinas 2015;
Atkocitnas et al. 2015).

2.1. Bendrosios prisitaikanciy diskretizuoty sistemy
lygtys ir priklausomybés

2.1.1. Tampriosios diskretinés sistemos jrazos ir deformacijos

Norint gauti skaitinius konstrukcijos analizés rezultatus, neiSvengiamai reikia
taikyti konstrukcijos diskretizacija, kuri paremta baigtiniu laisvés laipsniy skai-
¢iumi nusakanéiu elementy deformacijas. Diskretizacija lemia apytikslj pusiaus-
vyros arba geometriniy (arba net abiejy) lygciy jvertinima. Daugelis baigtiniy
elementy metodo modeliy kuriami taip, kad tenkinty vienas ar kitas i§ minéty
lyg€iy (Zienkiewicz 2001). Verta paminéti du gerai zinomus modelius: poslinki-
niy ir pusiausviryjy baigtiniy elementy. Populiariausias pasaulyje poslinkiniy
baigtiniy elementy modelis grindziamas parametriniais poslinkiy laukais, uztik-
rinanciais deformacijy darng elementy jungtyse (Barauskas et al. 2004; Fish,
Belytschko 2007; Rao 2011). Tokiu biidu visos konstrukcijos poslinkiy laukas
yra tolydusis. Pusiausviryjy baigtiniy elementy modelis pagrjstas parametriniais
jtempiy laukais, uztikrinanciais jtempiy pusiausvyra elementy viduje ir jy jung-
tyse. Tokiu biidu visas konstrukcijos jtempiy laukas yra pusiausvirasis. Sioje
disertacijoje prisitaikomumo buvis nagrinéjamas remiantis statine Melano teo-
rema, pagrjsta lickamyjy jtempiy (diskretizuotai konstrukcijai jrazy) egzistavi-
mu, todél logiskai pasirenkama pusiausviryjy baigtiniy elementy formuluoté.
Nagrinéjama idealiai tampri plastiné konstrukcija, veikiama kintamosios

kartotinés apkrovos (KKA). Kvazistatiné apkrova F (t) yra charakterizuojama

nuo laiko nepriklausomomis virSutinémis ir apatinémis kitimo ribomis F,,.

F,r. Siame skyriuje sistemos elgsenos apraSymas grindziamas konstrukcijos

diskretiniu modeliu. Diskretizuoti taikomi pusiausvyrieji baigtiniai elementai

(Belytschko 1972; Blazevicius ef al. 2014; Gallagher 1975; Kalanta 1995).
Tegul yra zinoma konstrukcijos geometrija, medziaga ir pasirinkty elementy

forma. Tamprus konstrukcijos jtempiy buvis isSreisSkiamas jrazy vektoriumi

T
S, Z[Sel S, .. Seé} , {=sxv, Cia s — baigtiniy elementy skaiCius

k=12,...,s, ke K ;v—mazgy (skai¢iuojamyjy pjiviy) skaicius kiekviename
elemente (/=1,2,..,v, [eL).
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Taigi, i$ viso yra ¢ skaiCiuojamyjy pjuviy: i=1,2,..., ¢, i€ I. Mazginés

. .oy Lo T
deformacijos yra uzraSomos vektoriumi 0, = [061 0, .. 065] .

Kiekvieno konstrukcijos tasko (pjiivio) jtempiy buvis gali biti iSreiSkiamas
keliomis jrazomis (pvz. aSine jéga ir lenkimo momentu) priklausomai nuo konst-
rukcijos tipo. Todél bendras vektoriy S, ir @, komponenty skaiCius yra

NnN=SXVXRn.

,» ¢la n, — mazge veikian¢iy jrazy skaiCius. Jeigu konstrukcijos

laisvumo laipsnis yra m, o jraZy vektorius S, turi » komponenty, tada pusiaus-
vyros lygéiy koeficienty matrica yra A4 (mxn) ir pacios pusiausvyros lygtys
yra:

AS =F @2.1)

e

cia F z[Fl F o Fm:lT — iSoriniy jégy komponenty vektorius.
Geometrinés lygtys siecja  diskretinés konstrukcijos poslinkius
u, Z[”el Uy ... uem] T ir deformacijas:
Alu, =0, (2.2)
Ivertinus krastines salygas, visos diskretinés konstrukcijos geometrinés lyg-
tys yra:
A'u, - DS, =0, (2.3)
cia D(nxn) — kvazidiagonalioji pasidavumo matrica. Fiziné poslinkiy vekto-
riaus u, prasmé paaiSkinama dualiu rySiu tarp pusiausvyros (2.1) ir geometriniy

(2.2) lyggiu. Sis rysys teigia, kad kiekviena pusiausvyros lygtis atitinka konkrety
komponentg i$ vektoriaus u,, o kiekvienas jrazy vektoriaus S, komponentas

susietas su atitinkamu deformacijy vektoriaus 6, komponentu.
Veikiant nuo laiko 7 priklausomai KKA, tamprieji poslinkiai #, (t) ir jrazos

S, (t) gali biti skai¢iuojami naudojant infliuentines matricas f# ir a:
u,()=pBF(t), S,(t)=aF(1), (2.4)

Infliuentinés matricos isreiSkiamos taip:

ﬁ:(AD'lAT)_l, a=D'4Tp . (2.5)
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Kai konkreti apkrovimo istorija F (t) nezinoma, ji iSreiskiama, kaip minéta
1.1 poskyryje, nuo laiko nepriklausomomis virSutinémis ir apatinémis kitimo
I r. T
ribomis Fsup = |:Fi,sup FZ,sup Fm,sup:l 1r E’nf = [Fi,inf F2,inf Fm,inf]
taip, kad F,; <F (1)< Fy,,. Tuomet, tampraus skai¢iavimo jrazos ir poslinkiai
nustatomi naudojant (2.4) formules kiekvienai apkrovimo srities virStnei j:

ue’jzﬂFj,Se:jzaFj,jeJ, (2.6)

2.1.2. Tampriosios plastinés diskretinés sistemos
priklausomybés

Plastinéje konstrukcijy analizéje jprastai naudojamas tampriyjy ir liekamyjy dy-
dziy komponenty atskyrimas:

uj=ueJ+ur, S_]=S€2]+Sr’ JEJ (27)

Elemento laikomaja galia nusako ribiné jraza Sy (x) . Disertacijoje taria-
ma, kad k-0jo (k€ K') elemento ribiné jraza yra pastovi Sy (x) =const , 0 jos
konkreti iSraiska priklauso nuo elemento tipo (santvaros elementui tai yra ribiné
aSiné jéga N (x)=0'yA=const, lenkiamai homogenisko skerspjivio ploks-

tei — ribinis lenkimo momentas My (x)= fyh2 / 4= const ). Takumo salygy

uzraS§ymo bendrumui naudojama plastiskumo konstantos C; = f (SOk) savoka

Fit (Sepg (1) + Sy1) <Cy - (2.8)

Atsizvelgiant | lygtis (2.7), Sios takumo salygos yra uzrasytos kiekvieno
elemento k kiekvienam mazgui /, tuomet kiekvienai tampriyjy jrazy hodofrafo
vir§tnei j (2.6) salygos perrasomos:

gok[J=Ck—fk[J(Seli+Srk/)ZO, keK,lelL, jeJ. (2.9)
Takumo salygos gali biiti uzrasomos ir kiekvienam pjiviui ie I ir kiekvienai
irazy kombinacijai jeJ: ¢;;=C;— f;; (Sei,j + Sri) > 0. Tuomet visai konst-

rukcijai takumo salygos matricine forma yra:

9, =C—f;(S.;+8,) 20, jeu. (2.10)
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Tokiu budu takumo salygos yra tenkinamos pakeiéiant detaly apkrovimo
istorijos F (t) nagrinéjima pseudotampriyjy jrazy vektoriais S, e

Pagal Melano teorema statiSkai leidziamos liekamosios jrazos
T
S, = |:Sr1 Sy . S,n] yra tokios, kurios tenkina pusiausvyros lygtis
AS,.=0 (2.11)

ir takumo salygas (2.10).
Tuomet pagal kinematine prisitaikomumo teorema kinematiskai leidziami

liekamieji poslinkiai u, = |:ur1 Uy ... U, m]T tenkina geometrines lygtis
T
A u.=DS,.+0, (2.12)
ir kinematines krastines salygas. Plastiniy deformacijy vektoriaus

T
0,= [Gpl sz 9p n] komponentai skai¢iuojami pagal priklausomybe:

0p :(0pkl)T’ Opkt = 2[ Vou, (Sekl,j + S )}T Xt j >
J

Zk/JZO;keK, lel, jed. (2.13)
Cia iSraidka

it (Ses.;+ Swit)

|:V¢li (Sekz,j + Srkl)} " 35, (2.14)
p

yra takumo salygy (2.9) gradienty matrica, o Ay, ; — plastinis daugiklis. Véliau

bus pademonstruota, kad plastiniai daugikliai tenkina matematinio programavi-

mo grieztumo salygas AJT [C—fj(Se‘j +S: )}=0, JjedJ.

T
Liekamosios deformacijos 0, :[0” 6,7 ... Grn] skai¢iuojamos i lygties:

0,=DS,+0,. (2.15)

Kaip minéta 1.3.3 skirsnyje, liekamosios deformacijos @, ir liekamieji po-

slinkiai u, prisitaikiusioje konstrukcijoje gali biiti ne vieninteliai: jie priklauso
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nuo konkrecios apkrovimo istorijos F (t) . Jeigu vertinamos tik virSutinés ir apa-

tinés apkrovos kitimo ribos Fy,,, Fj,r, tikslus lickamuyjy poslinkiy nustatymas
tampa labai sudétingas dél galimo pjuviy nusikrovimo fenomeno. Todél ¢ia bii-
tina pabrézti, kad disertacijoje nagrinéjamuose pagrindiniuose optimizavimo
modeliuose (iSskyrus inkrementine analize) nusikrovimo efektas néra vertinamas
ir tiksliai galima nustatyti tik liekamyjy poslinkiy variacijos ribas
Uy y < W, (1) < W, g, (Capurso 1974; Capurso et al. 1978; Lange-Hansen

1998; Maier 1970; Merkeviciuté et al. 2003; Ponter 1972).

2.2. Konstrukcijos jtempiy ir deformacijy biivio
analizés uzdavinys

Statiné analizés uzdavinio formuluoté. Prisitaikiusios konstrukcijos liekamyjy
irazy vektorius S, gaunamas iSsprendus statinés formuluotés analizés uzdavinj.
Tokia formuluoté isreiSkia papildomos deformavimo energijos minimumo prin-
cipa (Maier 1969; Cyras 1983): i§ visy statiskai leidziamy vektoriy S,., tikrasis
yra tas, kuris atitinka prisitaikiusios konstrukcijos papildomos deformavimo
energijos minimumg.

Prisitaikiusiai konstrukcijai, papildoma deformavimo energija <7’ isreis-

. . D . - 1 . .

kiama lieckamosiomis jrazomis: Of"(Sr):—SrT DS, ir suformuluojamas toks
2

matematinio programavimo uzdavinys:

min (o%’(S,)z%S,TDSrJza*, (2.16)

kai
AS, =0, 2.17)
So—fj(Sr+Se’j)20,VjeJ. (2.18)

(2.16)~(2.18) uzdavinys yra iskilasis kvadratinio matematinio programavi-
mo uzdavinys, taigi jo sprendinys yra vienintelis ir bus zymimas S; .

Norint pagrjsti, kad analizés uzdavinys turi optimaly sprendinj, jam uZraso-
mos Kuno ir Takerio salygos.
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Optimaliam sprendiniui S: jos formuluojamos taip (Bazaraa et al. 2006):

VO%T’(S:)+Z[VTfj(S;+Se,j)}ij—ATu, -0, (2.19)
J
T * *
il [so—fj(sr +se’j)}=0, (2.20)
2,20,V jeJ. 2.21)

Kuno ir Takerio salygos teigia: sprendinys S; yra globalusis, jei egzistuoja
tokie daugikliai 4 i(jeJ) ir u,, kurie tenkina (2.19)~(2.21) salygas.

Galima pazyméti, kad (2.19) salygos (kartu su (2.20) ir (2.21)) yra konst-
rukcijos geometrinés lygtys. Siuo atveju 4 ; igyja plastiniy daugikliy, o u, lie-

kamyjy poslinkiy fizing prasme. Taigi savo esme Kuno ir Takerio salygos yra
dualios kinematinés analizés uzdavinio formuluotés apribojimai (Atkociiinas et
al. 2008).

Kinematiné analizés uzdavinio formuluoté. Prisitaikiusios konstrukcijos lie-
kamieji poslinkiai u, skai¢iuojami sprendZiant kinematine analizés uZdavinio
formuluotg, t. y. uzdavinj, dualy statinei formuluotei (2.16)—(2.18):

max {ov/‘"(sr, u,. ;)= —%sfpsr -5 4 [Vf; (S0, +5,)]S, -
J

227 (€= £;(Se; + S, )]} —d’, (2.22)
J
kai
DS, + 3| Vf; (S, + S, )}sz —ATu, =0 (2.23)
-
2,20, e, (2.24)

Uzdavinio apribojimai (2.23) ir (2.24) yra geometrinés lygtys A" u.=0,
(tai paaiSkina Lagranzo daugikliy 4; (j€J ) ir u, prasme (2.19) lygtyje). Op-

timalus (2.22)~2.24) uzdavinio sprendinys yra vektoriai S: , uf ir /'L;f (Zinoma,
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tai galioja tik tada, jei ignoruojamas galimas nusikrovimo efektas). Liekamyjy
irazy vektorius yra lygiai toks pats kaip ir statinés formuluotés sprendinys. Sios
kinematinés analizés uzdavinio formuluotés sprendinys yra susietas su matema-
tinio programavimo grieztumo salyga:

I“T[c fj(S S )}:0,,1j20,v]'eJ. (2.25)

Jeigu (2.22) tikslo funkcijos zenklas pakeic¢iamas prieSingu, gaunamas uz-
davinys atitinkantis suminés potencinés energijos minimumo principa: i§ visy
kinematiskai leidZiamy liekamyjy poslinkiy w, tikrasis yra tas, kuris atitinka

prisitaikiusios konstrukcijos pilnutinés potencinés energijos minimumg. Taigi
kinematiné uzdavinio formuluoté apima Kuno ir Takerio salygas (2.19)~+2.21).

2.3. Infliuentinés liekamujy jrazy ir liekamyjy
poslinkiy matricos
Uzdavinio apribojimai (2.17) ir (2.18) kartu su Kuno ir Takerio salygomis (2.19)—
(2.21) sudaro pilnaja prisitaikiusios konstrukcijos jtempiy ir deformacijy biivio
lygéiy sistema (Oilerio ir Lagranzo uzdavinys):
AS,. =0,
c-1i(s, +5. .)20
V(s )+Z[VTf, 4, )} Tu, =0, (2.26)
T
il [C (8, +5, )}
4;20, YV jeld.

(2.26) uzdavinio sprendinj sudaro lickamosios jrazos S, lickamieji poslin-
kiai ;i plastiniai daugikliai 4.
Liekamosios jrazos ir liekamieji poslinkiai gali buti iSreiksti plastinémis

deformacijomis:

-1 _
u, =[(AD_1AT) AD_I}% -Ho,. (2.27)
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s, =[D'1AT (AD'lAT )_IAD'I —D"l}ﬂp =G, (2.28)
0, :z[ij(se,j +sr)}T/1j, (2.29)

J
C-fi(8,;+5,)>0. (2.30)
al [C - 7;(8.; +sr)} -0, 2.31)
1,20 v jel. (2.32)

Cia G ir H yra atitinkamai liekamyjy jrazy ir liekamyjy poslinkiy infliuentinés
matricos (netiesiniy takumo salygy atveju jos dauginamos i§ plastiniy deforma-

%

ciju, todél Zymima su braksniu). Jeigu plastinés deformacijos @, yra Zinomos,

tuomet vienareikSmiskai randame jrazas ir poslinkius: S: = 60; ir u: = ﬁﬂ;.
ISraiskos (2.27) ir (2.28) galioja tik tuomet jei tenkinamos (2.30)—(2.32) salygos.

Zordano transformacijos, taikomos analizés uzdaviniui
(2.16)—«2.18) uzdavinio modelis gali biiti supaprastinamas eliminuojant pusiaus-
vyros salygas A4S, =0. Pusiausvyros lyg€iy koeficienty matrica pertvarkoma j

dvi dalis:
A:[A(l) A(Z)}, (2.33)
gia AV - pamatricé, turinti atvirkstine matrica (i$ matricos A gali buti atskirta

ne viena tokia matrica, taciau biitina ir vienintelé tokio parinkimo salyga yra at-
virkStinés matricos egzistavimas). Tuomet atitinkamai j dvi dalis atskiriamos

T
lieckamosios jrazos S, = [Sﬁl) Sﬁz)} taip, kad pusiausvyros lygtys galéty buti

uzraSomos AIS,Q) + A2S£2) = 0. Tuomet pilnas lickamyjy jrazy vektorius is-

reiSkiamas panaudojus Zordano transformacijas:

S.=BS? . (2.34)
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Cia matrica B yra:

1
go|(4) 4] (2.35)
I

Naudojant matrica B statiné analizés uzdavinio formuluoté gali buiti perra-
Soma tokiu budu:

min (ﬂ'[sﬁz)}z % [sﬁz)} " BDB" s - %[sﬁz)} g ﬁs}z)) —a" (2.36)

kai

So— £;(BSP+ 55)20 v jes. (2.37)

Sio optimizavimo uzdavinio sprendinys yra vektorius Sﬁz)* , kuris supap-
rastinty lygciy sistema (2.26).

2.4. Prisitaikomumo biivio optimizavimo uzdaviniai

2.4.1. Bendroji optimizavimo uzdavinio prisitaikomumo
salygomis formuluoté

Tolydinio optimizavimo uzdavinio modelis gali biiti kuriamas nagrinéjant pilna-
ja prisitaikiusios konstrukcijos lygéiy sistema (2.26). Optimalumo kriterijumi
pasirenkama skaliariné ribinés jrazos funkcija @: min a)(SO) (Cyras,
Atkogiiinas 1970; Cyras et al. 1974). Ribiniy jrazy pasiskirstymo optimizavimo
uzdavinys yra svarbus praktiniam projektavimui, kai funkcija @ isreiskia kaing
ar kita ekonominj konstrukcijos parametra.

Optimizavimo uzdavinys formuluojamas taip: duotoms apkrovos kitimo ri-

boms Finf , F,, reikia rasti tokj ribiniy jrazy vektoriy S, kuris tenkinty opti-

up
malumo kriterijy min a)(SO) ir prisitaikomumo bei standumo apribojimus:

min (), (2.38)
kai
AS,.=0, (2.39)

r
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¢j=c(so)—fj(se,j(so)+ s, ) =0, (2.40)
D(8,)S, +0,(S))-A"u, =0, (2.41)
T
0p(s0):§[ij(se’j(so)Jrs,)} 4 (2.42)
al [C(SO)—fj(se,j(so)+sr)}=o, (2.43)
T
220, 0= 2 A | (2.44)
S0 2 S0 min - (2.45)
min < U1 (S0) + y < gy . (2.46)
S, ;= 0(So)F;, u, ;= B(Sy)F; VjeJ. (2.47)

NeZinomieji (2.38)~(2.47) uzdavinyje yra S, S

»» ., A;. Tokio uzdavi-
nio neiskilumg lemia matematinio programavimo grieztumo salygos (2.43) ir
(2.44). Formuluotéje parodyta, kurie dydziai tiesiogiai priklauso nuo elementy
ribiniy jrazy S, . Liekamosios jrazos S, taip pat priklauso nuo S, taciau netie-
siogiai — jy radimas i$ esmés yra atskiras vidinis uzdavinys: ¢ia jis yra integruo-
tas, kaip buvo parodyta (1.51)—(1.58) formuluotéje. Kadangi apribojimai pri-
klauso nuo uzdavinio nezinomyjy (pasidavumo matrica priklauso nuo elementy
skerspjuviy), toks uzdavinys paprastai sprendziamas iteraciniu biidu
(Atkocitinas, Blazevi¢ius 2012). Pirmojoje iteracijoje uzdavinys sprendziamas
su spéjamais (pradiniais) skerspjiivio parametrais ir gautas optimalus ribiniy jra-
7y vektorius naudojamas naujos pasidavumo matricos D ir infliuentinéms matri-
coms @ ir f sudaryti, o tuomet ir naujoms tampriosioms jragzoms ir poslinkiams

skai¢iuoti. Tokios iteracijos kartojamos kol dviejy gretimy optimizavimo uzda-
viniy sprendiniai sutampa norimu tikslumu. Apie tai bus daugiau raSoma spren-
dziant konkrecius pavyzdzius treciajame disertacijos skyriuje.

Leistinosios poslinkiy kitimo ribos #,;,,, #,,, naudojamos (2.46) lygtyse,
gali biiti nustatomos pagal taikomus projektavimo standartus (Blazevicius,
Atkocitinas 2014). Pagal eurokodo standartus konstrukcijos poslinkiai skai¢iuo-
jami pagal vadinamasias charakteristines apkrovas, taigi, su mazesniu patiki-
mumu negu stiprumo salygos. Apie dualistinj patikimumo ir saugos ribiniy bii-
viy taikyma iSsamiau raSoma 2.5.3 poskyryje.
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(2.38)+2.47) uzdavinio formuluoté Sioje disertacijoje uzraSoma ir praktiskai
pritaikoma pirma karta. Iki Siol, prisitaikanc¢iy konstrukeijy optimizavimo uzda-
viniai su poslinkiy ribojimais buvo sprendziami skaidant j kelis etapus (palygi-
nimui (1.51)+1.58) uzdavinys (Atkocitinas et al. 2007)). Disertacijos autorius
pritaiké naujausius optimizavimo ir matematinio programavimo metodus Matlab
terpéje, kad visas optimizavimo uzdavinys galéty biti sprendziamas integraliai,
net ir netiesiniy takumo salygy atveju (tai bus pademonstruota skaitiniu plokstés
optimizavimo pavyzdziu ketvirtajame skyriuje). Galima teigti, kad Siuolaikiniai
matematiniai skai¢iavimo paketai (Matlab ir panasiis) jau sukuria galimybiy is-
spresti tokius sudétingus optimizavimo uzdavinius net asmeniniais kompiute-
riais.

2.4.2. Transformuoti optimizavimo uzdaviniy modeliai

Optimizavimo uzdavinio matematinis modelis (2.38)~(2.47) gali biti transfor-
muotas eliminuojant pusiausvyros ir geometrines lygtis. Apie pusiausvyros lyg-
¢iy eliminavimg buvo rasyta 2.3 poskyryje. Analogiskai gali buiti pertvarkomos

ir geometrinés lygtys Au, =DS,. +60 ’E
Pirmasis variantas. Modelis (2.38)-(2.47) gali buti pertvarkytas eliminuo-
jant i§ geometriniy lygc¢iy (2.41) liekamuosius poslinkius #,. :

40T p oD
u, = S+ 7 (2.48)

AT p® 0;?2)

-1 -1
urz(A(l)T ) pVs, +(4V7) "o}, (2.49)

gia AV — transponuotos pusiausvyros lygciy koeficienty matricos pamatricé
T
A" =[A(1) A(z)} , turinti atvirkSting matricg (ji atitinka pamatrice D iy

pasidavumy matricos D ir subvektoriy 0;71) ).

Geometrinés lygtys (2.41) pakei¢iamos liekamyjy poslinkiy darnos lygtimis
(8iy lygciy skaicius lygus konstrukcijos statinio neiSsprendziamumo laipsniui
ky=n—m):

AT {(A(I)T )_1(D(1)Sr +ol) )} =p%s, +0.



2. PRISITAIKOMUMO TEORIJOS PLETOTE DISKRETIZUOTOMS KONSTRUKCIJOMS 51

{A(z)r (A(l)T)‘ID(l)_D(Z)}sr:[_A(Z)T (A(I)T )_l; I}Hp,
B,S,=B,0,. (2.50)

-1 -1
sia Br:[A(Z)T (47 D(”—D(z)} i B, :[—A(Z)T(A(I)T) ;I]

Naudojant Sias lygtis (2.38)—(2.47) optimizavimo uzdavinys pertvarkomas
tokiu budu:

min &(S). (2.51)
kai
AS,=0, (2.52)
¢j=c(s0)—fj(seJ(SO)+sr) >0, (2.53)
B, (S)S, = B,0,(S)), (2.54)
T
0,(S0)= 2| Vf; (e (S0)+S,)] 4 (2.55)
J
27 [€(S0)= 17(Sej (S0)+ S, )| =0, 2,20, (2.56)
So > Somin - 2.57)

lgin < 1, <s0>+[ (407) (DD (50) s, + 00 (s@)} <ty (258)

Sera(SO)Fj, ueJ:ﬂ(SO)Fj, Vjed. (2.59)

(2.51)~«2.59) uzdavinio nezinomieji yra S, S,, 4 ; - Plastiniy deformacijy
0y,

pertvarkytosios geometrinés lygtys (2.50). Uzdavinio formuluotéje nebelicka
liekamyjy poslinkiy &, kaip nezinomyjy. Tokie pertvarkymai gali biiti svarbiis

T T
vektorius 0, = [0‘9) 0}2)} =[0p1 0, .0 ] sudarytas atitinkamai kaip

kai sprendziami netiesinio optimizavimo uzdaviniai.
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Antrasis variantas. Tolesnis (2.51)~«2.59) modelio pertvarkymas jmano-
mas eliminuojant pusiausvyros lygtis, kaip tai buvo padaryta analizés uzdavinyje
2.3 poskyryje.

Prisimenant (2.34) ir (2.35) iSraiskas:

_( 4D )‘1 4@

1

T o2 T
S.=B]s?. B =

B

prisitaikancios konstrukcijos optimizavimo uzdavinys gali biti transformuoja-
mas taip:

min &(Sy). (2.60)

Kai
0= C(So)- 1;(Se; (S0)+ By SP) >0, 2.61)
B.(S))B.S? =B,0,. (2.62)
0,(S,)= % [ij(seJ (SO)+B;S§2))}T A, (2.63)
zf[c(so)—fj(seJ (s0)+Bst§2))}=o, 420, (2.64)
Somin < S0 (2.65)
i <ty + [(A(I)T )_1 (D™ (s0)B) s +0§}))} <up..  (2.66)
S,;=a(So)F;, u, ;= B(So)F;, YV jeJ. (2.67)

Palyginti su ankstesniu (2.51)—~2.59) modeliu, §iame apribojimy ir nezino-

myjy skaiCius yra dar labiau sumaZintas: neZinomieji yra tik S, Sﬁz) ir ;.

Nors $i formuluoté yra pati trumpiausia, autoriaus patirtis rodo, kad skaitiné jos
realizacija yra sudétingesné nei kity optimizavimo modeliy ir reikalauja daugiau
kompiuterinio skai¢iavimo laiko.
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2.4.3. Optimizavimo uzdavinys tiesiniy takumo salygy atveju

Strypiniy elementy takumo kriterijus daznai iSreiSkiamas tiesinémis lygtimis
(Atkoditinas, Karkauskas 2010; Jankovski, Atkocitinas 2011, 2010), tuomet vi-
sos konstrukcijos takumo salygas (2.10) galima uzrasyti matriciniu pavidalu
taip:

¢j=so—q>(s,+sej)zo, (2.68)

¢ia @ — vadinama takumo matrica, kurioje yra takumo salygy koeficientai.

Tiesinémis (ar tiesinémis dalimis — piecewise linear) takumo salygomis lie-
kamieji poslinkiai ir liekamosios jrazos gali biti patogiai iSreikstos plastiniais
daugikliais A, atitinkamai u, = HA ir S, =GA. Infliuentinés liekamyjy poslin-
kiy ir liekamyjy jrazy matricos priklauso nuo uzdavinio iteracijoje nekintanciy
dydziy — pusiausvyros, pasidavumo ir takumo matricy:

-1
H:((AD"lAT ) AD-l}p, G=D"'"A"H-D'®. (2.69)

Tuomet prisitaikancios konstrukcijos bendrasis tolydinés optimizacijos uz-
davinys (2.38)~(2.47) supaprastéja:

min LS, (2.70)
kai
¢j:SO—¢(G2+Sej)20, Q2.71)
/IJT»(oj:O,ljZO,l:Zl», (2.72)
J
So.int <0 <o sup- (2.73)
Uiy Sty + HAS o Y jeJ . (2.74)

(2.70)~2.74) uzdavinio nezinomieji yra ribiniy jrazy S, ir plastiniy dau-
gikliy A vektoriai. Sio uzdavinio trikumas, kaip minéta, yra tas, kad ignoruoja-
mas galimas nusikrovimo fenomenas ir poslinkiai negali biiti nustatyti visiskai
tiksliai, nenagrinéjant apkrovimo istorijos.
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2.5. Projektavimy standarty taikymas optimizuojant
konstrukcijas

2.5.1. Elementy klupumo jvertinimas

Elementy stabilumo (klupumo) salygas patogiausia analizuoti pradedant nuo
santvaros elementy, veikiamy tik vienaasio jtempiy biivio. Tokio elemento stip-
rumo salygos, vertinant tik asing jéga N, gali biiti uzraSomos taip:

tempimui @, = Ng—GA-N >0, (2.75)

e.max =

gniuzdymui - @y = No o +GA+ N, iy 20. (2.76)

,min

Ribiné gniuzdymo asin¢ jéga N .. nustatoma pagal galiojan¢ius projekta-
vimo standartus. Si jéga skirtinga kiekvienam santvaros elementui ir nusako jo
klupdomaja galia (jvertina elemento liaunj, jtvirtinimo salygas ir kt.). Gniuzdy-
mo ribiné jéga nevirsija tempimo ribinés asines jégos Ny, kuri jprastai nustato-
ma pagal skerspjivio plota A ir plieno takumo jtempj f),: No .. <Ny=1,-4.

Kaip minéta, matematiniame konstrukcijos optimizavimo modelyje yra Ku-
no ir Takerio salygos (tarp jy ir (2.72) matematinio programavimo grieztumo
salyga) (Tin-Loi 2000). Taikant stiprumo salygas atskirai tempiamiesiems ir
gniuzdomiesiems (sumazinto atsparumo) elementams, atskiriami ir plastiniai

daugikliai susieti su Siomis salygomis: 4 :[imax, icr]T >0:

T T
ZmaxPmax =05 Aer@Pmin =0 (2.77)

Pagal asociatyvinj plastinio tekéjimo désnj Sie daugikliai tiesiogiai susieti su
skerspjuvyje atsirandanciomis plastinémis deformacijomis. Disertacijoje idealiai
tampriy plastiniy elementy jtempiy ir deformacijy biivis apraSomas vadinamaja
Prantlio diagrama (2.1 pav.). Sia diagrama ir bus pasinaudota analizuojant klup-
domuyjy elementy plastine elgsena.

Akivaizdu, kad plastinés deformacijos tempiamame strype atsiranda, kai

jtempis pasiekia takumo riba, t. y. kai f = fy. Jeigu elemento susilpnéjimas dél
stiprumo néra vertinamas, tariama, kad diagrama yra simetriné ir gniuzdymo
takumo jtempio riba yra tokia pati kaip tempimo: f = fy. Pagal eurokodo nor-
mas gniuzdymas gali biiti nevertinamas kresny elementy, kuriy santykinis liau-
nis yra 2<0,2 (Sia zyméjimas naudojamas toks kaip EC3 ir neturéty biiti supai-
niotas su plastiniu daugikliu). Kai elemento galios sumazéjima dél klupumo
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butina vertinti, bendruoju atveju jo jtempiy ir deformacijy diagrama yra 0-C-F.
Taciau plastiniy deformacijy atsiradimas, pasiekus klupdymo riba (t. y. elemen-
tui praradus stabilumg), néra apibréztas eurokodo standarte ir néra jvertinamas.
Taigi tikroji gniuzdomo elemento deformavimo kreivé yra tik tamprioji 0-C, kai
taskas C nesutampa su tasku D arba tamprioji plastiné 0-D-FE, kai C sutampa su
D. Taigi minétos matematinio programavimo grieZtumo salygos prieStarauja
standarto reikalavimams ir néra pakankamos norint uztikrinti konstrukcijos prisi-
taikomumo biivj.

liaunas tempiamas
elementas
Ry s M S—— e

liaunas gniuzdomas L F C" £ <_

-1 Jer e
elementas kresnas gniuzdomas

E D 5 elementas

2.1 pav. Idealiai tamprios-plastinés konstrukcijos itempiy ir deformacijy diagrama
Fig. 2.1. Stress-strain graph of perfectly elastic-plastic material

Sis neatitikimas paalinamas matematinio programavimo uzdavinyje naudo-
jant nauja disertacijos autoriaus pasitilyta salyga, kuri uZztikrina, kad plastiniai
daugikliai (vadinasi, ir plastinés deformacijos) gali atsirasti tik dél tempiamyjy
arba gniuzdomujy labai kresny elementy takumo jtempiy:

Jeri (Nok =Noerg)=0. k=1.2,...5 . keK . (2.78)

Jeigu k-asis konstrukcijos elementas yra kresnas, tuomet pagal EC3 jo klu-
pumo redukcijos koeficientas yra vienetinis (y =1) ir ribiné asiné jéga
Noerk =2 Nox =Noy - Tokiu atveju, (2.78) salyga leidzia plastiniam daugik-
liui jgyti teigiamaja nenuling reikSme A, 20 ir susiformuoti plastinems de-

formacijoms (prisimenant (2.13) iSraika). Jeigu klupumo stipris turi baiti suma-
zintas (Ng p x <N ). (2.78) salyga tenkinama tik jeigu A, x =0.
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Pasitillyta nauja salyga uztikrina, kad liauny elementy gniuzdymo salygos
nesukelty nenuliniy plastiniy daugikliy atsiradimo. Tai yra esminé uzduotis, nes
véliau Sie daugikliai naudojami liekamosioms jrazoms ir deformacijoms skai-
Ciuoti tame paciame optimizavimo uzdavinyje. Tokia disertacijoje apraSoma ir
taikoma sglyga yra esminis skirtumas lyginant su ankséiau publikuotais panasiy
uzdaviniy sprendimo algoritmais (Atkocitinas, Venskus 2011; Kaliszky, Logd
2002; Merkeviciuté, Atkocitinas 2006).

2.5.2. Eurokodo stiprumo salygos réminéms konstrukcijoms

Réminéms konstrukcijoms, kuriy elementai veikiami aSiniy jégy ir lenkimo
momenty tuo paciu metu, taikomos sudétingesnés takumo salygos, palyginti su
santvariniais elementais. Tokiy salygy sukurta nemazai ir jos priklauso nuo dau-
gelio veiksniy: elementy skerspjtivio formos, medziagos, gamybos technologijos
ir kt. (Skordeli, Bisbos 2010). Standartiniams profiliuo¢iams dazniausiai taiko-
mos iStiesintosios takumo salygos (angl. piecewise linear), kaip buvo aprasyta
1.4.3 poskyryje ir parodyta 1.8 paveiksle.

Europoje projektuojamoms konstrukcijoms paprastai taikomas eurokodo
standartuose (EC3 §6.2.9) nustatytas takumo kriterijus:

Mg <My g, (2.79)

¢ia MyRrq — skaiCiuojamasis plastinis atsparumo momentas, sumazintas del
Ny aSinés jégos poveikio. Toliau disertacijoje bus nagrinéjamos staciakampiy

déziniy skerspjuviy elementai, kuriy sienelés storis pastovus. Tokiems elemen-
tams gali buiti taikoma supaprastina formulé:

MNRd=Mpra(1-7)/(1-0,5a,,), tatiau M pgSMppg ~ (2.80)
tia a,, =(A4-2bt)/ 4, ir a,, <0.5.

Pagal EC3 §6.3.3, elementai, kurie veikiami lenkimo momento ir gniuzdan-
cios aSinés jégos, turi tenkinti tokias salygas:

Z

NEd ik My,Ed+ A-]My,Ed n M JEd T AZ\/[z,Ed

<1,
ZyNre My rk Y M; Rk
- ALT T

M1 M1 M1

2.81)




2. PRISITAIKOMUMO TEORIJOS PLETOTE DISKRETIZUOTOMS KONSTRUKCIJIOMS 57

N, M + AM M + AM
Ed 4 kzy v,Ed v,Ed » z.Ed z,Ed <1, (2.82)
XzNRk My,Rk MZ,Rk
LT
M1 M1 M1

¢ia Ngg, Mygq ir M, gy — skaiciuojamosios gniuzdancios aSinés jegos ir len-
kimo momenty apie y—y ir z—z asis reikSmés; AM v.Ed ir AM, 4 yra momentai
dél susidariusiy ekscentricitety; %y, ¥, — klupumo redukcijos koeficientai;
XLt — klupumo redukcijos koeficientas dél Soninio sukamojo klupumo;
kyys kyzs kyy s ky, — saveikos koeficientai.

Stiprumo ir stabilumo salygos kiekvienam ploks¢io rémo skaiiuojamajam
pjuviui gali buti gaunamos transformuojant (2.80)—(2.82) lygtis:

1-n;
¢U,Sl‘ :WMOJ _(MV,l +M€lz/)20’ (2.83)
Pjor = Mo~k 1 (M, + My ) - Z(N N )20 (284)
l

Skaic¢iuojamojo pjuivio jtempiy biivis aprasomas liekamosiomis ir tamprio-

M, +My ;| _
siomis jraizomis S =S, +Se,J, SiJ = NN ,iel, jedJ.
ri T eij

Tuomet tiesinés takumo salygos gali buti iSreiSkiamos patogesne forma,
pritaikius takumo koeficienty ir konfigiiracijos matricas:

I-n;
1 0 1-05a,,;

b = I, = K 2.85
i,st |:_1 Oj| i,st l—ni ( )
1—0,5awﬁl

C.
kyy.i —j |
¢i,cr = ! 5 Hi,cr :|:1:| . (286)
PN
S
Yy Zi

Sios matricos gali bati tiesiogiai taikomos (2.70)—~(2.74) prisitaikangiy re-
miniy konstrukcijy optimizavimo uzdavinyje. Visiems réminés konstrukcijos
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pjuviams i€l ir kiekvienai apkrovimo srities virSiinei j stiprumo ir klupumo
salygos atitinkamai uzraSomos taip:

95 =TT My -®,(GL+S,;)>0, jeJ. (2.87)

9 =1, My~ D, (G4 S,;)>0, je. (2.88)

Tokios salygos bus taikomos optimizuojant rémines konstrukcijas 3.5 poskyryje.

2.5.3. Poslinkiy ribojimai pagal eurokoda

Eurokodo standarte taikant daliniy patikimumo koeficienty metoda, konstrukci-
jos projektuojamos tikrinant dviejy ribiniy biiviy — saugos ir tinkamumo — nepa-
7eidziamuma. Siems biiviams taikomi skirtingi patikimumo lygiai, kurie daliniy
koeficienty metodu gaunami pritaikius atitinkamas reprezentacines poveikiy
reikSmes. Stiprumo ir stabilumo apribojimai skirti saugos ribiniam buviui uztik-
rinti. Taciau konstrukcijos laikomos patikimomis ir tinkamomis eksploatuoti tik
tuomet, kai né vienas i$ ribiniy buiviy néra pazeistas. Todél, siekiant uztikrinti
tinkamumo ribinio biivio reikalavimus, j konstrukcijos optimizavimo modelj turi
biiti jtraukiami ir poslinkiy apribojimai (Atkocitinas et al. 1981; Blazevicius,
Atkocitinas 2014; Tin-Loi 2000). Juos galima perrasyti taip:

ulnfg(ur +ﬁ€)gusup’ J:19 27 "'ap’ ]EJ> (289)

Cia w,p ir g, — suminiy (tamprios ir lickamosios dalies) poslinkiy apatinés ir
virSutinés normuotosios ribos. Tamprios idealiai plastinés santvaros poslinkiai

susideda i3 dviejy daliy — liekamyjy #, = HA (matrica H nustatoma pagal (2.69)
iSraiska) ir pseudotampriyjy poslinkiy ﬂej . Liekamoji poslinkio dalis gaunama i§

prisitaikomumo proceso (naudojant minétus plastinius daugiklius 4 ir infliuenti-
ne matrica H), taigi ja lemia saugos ribinio buvis, o tai reikia didelis patikimu-
mas. Kitaip sakant, jie gaunami optimizuojant konstrukcija, veikiamg skaiciuoti-
nés kintamosios kartotinés apkrovos. Taigi kiekvienai apkrovimo kombinacijai j:

F id =VE" F ' (Cia indeksai Zymimi pagal EC: d — skai€iuotinis, k — charakteris-

tinis; y; — apkrovos (efekto) dalinis patikimumo koeficientas). Pseudotampri po-
slinkiy dalis skai¢iuojama pagal Huko désnj, ja lemia tinkamumo ribinis buvis,
tai reiSkia mazesnis patikimumas. Ji skai¢iuojama nuo charakteristiniy kintamy-
ju kartotiniy apkrovy visy kombinacijy:

iy =BFi. j=1.2,..p.j€J. (2.90)
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Toks dviejy patikimumo lygiy taikymas leidzia projektuoti ekonomiskesne
konstrukcija, palyginti su ankstesniy tyréjy pasiilytais panasiais modeliais
(Atkocitinas et al. 2008), nes poslinkiy ribojimui taikomas mazesnis patikimu-
mas nei konstrukcijos stiprumui ir stabilumui uztikrinti.

2.6. Antrojo skyriaus iSvados

1.

Matematiniu programavimu pagrjstiems prisitaikan¢iy konstrukcijy
optimizavimo uzdaviniy modeliams bitina nuosekli konstrukceijy
diskretizacija. Pasitelkiant statine prisitatkomumo teorema, racionalu
taikyti pusiausviruosius baigtinius elementus.

Zordano transformacijos leidzia sumazinti prisitaikancios konstrukci-
jos optimizavimo ir analizés uzdaviniy nezinomyjy skaiciy.

Taikant tiesines elementy takumo salygas, galima supaprastini opti-
mizavimo esant prisitaikomumo biiviui su poslinkiy ribojimais uzda-
vinio formuluote. Tiesinémis takumo salygomis liekamosios jrazos ir
liekamieji poslinkiai gali buti iSreiksti infliuentinémis matricomis ir
plastiniais daugikliais.

Elementy klupumo apribojimus biitina derinti su matematinio pro-
gramavimo grieztumo salygomis ir teisingai jvertinti plastiniy defor-
macijy radimasi. Matematinio programavimo grieztumo salygos néra
pakankamos norint uztikrinti konstrukcijos prisitaikomumo buvj.
Tam Siame skyriuje pristatytos papildomos optimizavimo uzdavinio
plastiniy daugikliy ribojimo salygos. Taip kuriamos naujos santvary
rémy optimizavimo uzdaviniy formuluotés.

Prisitaikancios konstrukcijos optimizavimo uzdavinyje galima sude-
rinti eurokodo reglamentuojamus saugos ir tinkamumo ribinius bu-
vius taikant skirtingus dalinius koeficientus poslinkiy ribojimams ir
prisitaikomumo sglygoms.






Skaitiniai strypiniy konstrukcijy
optimizavimo eksperimentai

Siame disertaciniame darbe apra$yty eksperimenty tikslas — praktiskai isbandyti
ir sukurtuosius prisitaikanciy konstrukcijy optimizavimo algoritmus. Skyrius
pradedamas nuo santvariniy konstrukcijy optimizavimo uzdaviniy matematiniy
modeliy, veikiant nepriklausomoms jégoms ir, atskiru atveju, judanciai kartoti-
nei apkrovai. Visuose uzdaviniuose taikomos antrajame skyriuje apraSytos po-
slinkiy ribojimo ir klupumo salygos, vertinama naujy, disertacijoje pasitlyty,
salygy jtaka optimaliam konstrukcijos sprendiniui. Atskirai Siame skyriuje atlik-
tas tiesioginis tikimybinis santvary optimizavimas, kai tiesiogiai ribojamas ele-
menty patikimumas pagal EC metodikas.

Treciasis poskyris skirtas inkrementinei-iteracinei skaiciavimo metodikai,
leidzianciai jvertinti nemonotoniskg poslinkiy kitima santvaros prisitaikymo
procese ir uztikrinti, kad standumo salygos nebus paZeistos.

Penktasis poskyris skirtas réminiy konstrukeijy optimizacijai. Nagrinéjami
lenkiamieji rémai vertinant ir asiniy jégy jtaka stiprumui. Nuosekliai apraSomas
tokiy elementy taikymas ir konstrukcijy optimizacija jvairiais ribiniy ir prisitai-
komumo biivio atvejais. Rezultatais iliustruojamos disertacijoje pasitlytos nau-
jovés ir juy jtaka optimaliam konstrukcijos sprendiniui, bei plastiniy deformacijy
pasiskirstymui nagrinéjamose konstrukcijose. Skyriaus tematika disertacijos

61
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autorius paskglbé keturis straipsnius (Blazeviius, Atkocitnas 2014, 2011, 2015;
BlaZevicius, Salna 2013).

3.1. Santvary tirio optimizavimas su klupumo ir
poslinkiy ribojimais
Autoriaus pasiiilytas pagerintas tampriosios plastinés santvaros tiirio optimiza-

vimo uzdavinys su poslinkiy ir plastiniy klupumo deformacijy apribojimais uz-
raSomas taip:

min LTA, 3.1
kai

Pmax = No =N =Ne max 20, (3.2)

Prmin = Nocr + Ny + Ny i 20, (3.3)

Imax Pmax = 05 A Omin =054 = Anax> Zer ]2 0, (3.4)

Zork (Nog ~Nogrs ) =0, k=1.2,...5. ke K, (3.5)

A= Ay » (3.6)

uinfﬁ(ur+ﬁe-)£usup, Jj=12, .,p, jeJ. 3.7

Modelio apribojimai apima (3.2)—(3.3) takumo salygas, matematinio pro-
gramavimo grieztumo salygas (3.4), papildomas salygas plastiniams daugik-
liams (3.5), konstrukcinius apribojimus (3.6) ir poslinkiy ribojimus (3.7). A;,
yra minimaliy skerspjuvio ploty vektorius, naudojamas konstrukciniuose apribo-
jimuose (daznai jis sudaromas pagal mazgy konstravimo, minimalaus liaunio ar
kitus reikalavimus). (3.1)—(3.7) uzdavinio nezinomieji yra elementy skerspjiivio
plotai A ir plastiniai daugikliai A. Infliuentinés tampriyjy jrazy, tampriyjy po-
slinkiy, liekamyjy jrazy ir liekamyjy poslinkiy matricos e, 8, G, H priklauso nuo
kintamyjy elementy skerspjuvio ploty. Todél toks uzdavinys sprendziamas itera-
ciniu biidu (3.1 pav.). Toks modelis tinka ir tolydziajai ir diskretinei optimizaci-
jai. Autoriaus taikoma tolydZzioji optimizacija yra paprastesné skaitinés realizaci-
jos prasme, tafiau pritaikoma ir praktiSkai — pagal gautas tikslias reikSmes
nesunku parinkti realius gaminamus skerspjuvius. Galutiné suprojektuota konst-
rukcija turéty bati patikrinta analizés uzdaviniu.
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Pradiniai duomenys
0
A 5 I) Finfa Fsupa Uing, usupa Eafy

\ 4

Klupumo koeficienty y
skaiCiavimas

Naujy skerspjtiviy Infliuentiniy matricy

ploty priskyrimas ap H G
A,=A" sudarymas

v

Uzdavinio (3.1)—(3.7)
sprendimas

v

r
<6, < Sprendinys: 4,, A,

Optimalus sprendinys A=A, 1= /}

3.1 pav. Uzdavinio sprendimo algoritmas
Fig. 3.1. Flowchart of the proposed algorithm

1 skaitinis eksperimentas. Santvara veikiama dviejy nepriklausomy jégy

Nagrinéjamas santvaros, parodytos 3.2 paveiksle, tlirio minimizavimo uzdavi-
nys. Tokios geometrijos santvara jau buvo analizuota keliy autoriy anksciau
(Kaliszky, Logo 2002; Merkeviciateé, Atkocitinas 2006; Tin-Loi 2000). Santvara
apkrauta dviem nepriklausomomis apkrovomis: jégomis F ir F,. Charakteristiné
ir skai¢iuojamoji jégy veikimo sritys (jos naudojamos skirtingiems ribiniams
biiviams jvertinti) taip pat parodytos 3.2 paveiksle (reikSmés kN; dalinis koefi-
cientas y; = 1,5). Pagrindiné uzduotis — iSspresti (15)—(21) uzdavinj, t. y. nusta-
tyti elementy skerspjuvio plotus 4, k=1, 2, ..., 9 ir visos santvaros tiirj V. San-
tvaros strypai yra sugrupuoti : Ay = A1 = A, = A3 = Ay = Ao; App = As = Ao} Az =
A= Ag. Medziagos tamprumo modulis yra £ = 21000 kN/cm”, o takumo jtem-
pis £, = 20 kN/cm’. Santvaros strypams priskirti minimaliis skerspjivio plotai
yra Agi min = 8 cm2, A min =5 cm2, Agzmin =5 cm?’. Stabilumui tikrinti tariama,
kad elementai yra apvalis vamzdziai kuriy storis #,; = 10 mm, ¢, = f,3 = 5 mm
(optimizuojant jy skersmuo skai¢iuojamas pagal skerspjuvio plota). Norint
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jvertinti pakeitimus jvestus | matematinj modelj (3.1)—(3.7), analizuojami keli
optimizavimo atvejai.
Atvejis C1 — santvaros optimizavimas pagal klasikinj tirio minimizavimo

modelj, t. y. (3.1)«3.7), taciau be (3.5) salygos.
Atvejis C2 — santvaros optimizavimas pagal visg sitllomg modelj (3.1)+3.7).

200m 4,00 m
I I N 1 F]
d’/ —
g 1050
b Fa
— [ T |
| Fi
® ] | :
lF gl -315] L lioso P
L bt ' [
l Uy - -315
e
l Uy
3.2 pav. Santvaros geometriniai rodikliai ir apkrovimo sritys
Fig 3.2. Truss geometry and loading
Modelis C1, ¥ = 0,2599 m’ Modelis C2, = 10,2651 m’

0,015 m

0,009 m

......... plastiSkai deformuotas
elementas

0,01 m

3.3 pav. Santvaros plastinés deformacijos ir ribojami mazginiai poslinkiai
Fig 3.3. Truss plastic deformations and nodal displacements

Dualus poslinkiy skaic¢iavimas pagal 2.5.3 skirsnyje aprasyta metodika taiko-
mas abiems atvejams. [vesti tokie poslinkiy ribojimai z,; < 0,015 m, #,, < 0,01 m
(3.2 pav.). Skaitinio optimizavimo rezultatai pateikti 3.1 lenteléje. Santvaros
plastinés deformacijos pavaizduotos 3.3 paveiksle. Gauti konstrukcijos tiiriai:
Cl-V=0,2599m’, C2-V =0,2651 m’.
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3.1 lentelé. Turio minimizavimo rezultatai
Table 3.1. Volume minimization results

N 1 | 2 ] 3 [ 4 ] s | 6 | 7 | 8 9
Tempimo plastiniai daugikliai 4. -10°

C1 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,450 | 0,084 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
C2 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,438 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Gniuzdymo plastiniai daugikliai A 10’
C1 | 1,096 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 [ 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
C2 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Liekamosios asinés jégos /V;, kN
C1 | 105,50 | 55,197 | —=1,397 | 14,954 | —76,683 | —20,090 | 47,820 | —92,185 | 12,892
C2 | 37,988 | —2,281 | 9,656 | 26,188 | —49,766 | —42,391 | 14,044 | —4.201 | 31,228
Optimaliis elementy grupiy skerspjiviy plotai A, cm?
Cl 76,684 69,206 54,974 76,684
C2 89,090 76,171 37,485 89,090

Papildomos plastiniy daugikliy salygos (3.5) antru optimizavimo uzdavinio
atveju neleido plastinéms deformacijoms atsirasti gniuzdomuosiuose elementuo-
se, kaip tai jvyko C1 uZdavinio atveju (pirmajame santvaros elemente). Taigi
gauti skirtingi jtempiy ir deformacijy buviai, skirtingas liekamyjy jrazy pasi-
skirstymas ir kitokie pagrindiniai nezinomieji — skerspjiiviy plotai. Antruoju op-
timizavimo atveju C2, treCiosios elementy grupés (7, 8 elementy) skerspjuvio
plotai gauti maZesni nei pirmuoju atveju C1, o pirmos ir antros elementy grupiy
skerspjuiviai gauti mazesni C1 atveju. Nors poslinkiy ribojimai buvo vienodi
abiem atvejais, rezultatai pastebimai skiriasi: pirmuoju atveju Sie reikalavimai
tenkinami kaip grieztos lygybés, o antruoju poslinkiy ribojimuose lieka siek tiek
atsargos. Taigi dél suvarzytos plastiniy deformacijy radimosi galimybés pagal
naujajj (3.1)+(3.7) matematinj modelj optimizuota konstrukcija yra standesné.

2 skaitinis eksperimentas. Santvara veikiama judamos apkrovos

Atskiras kintamosios kartotinés apkrovos atvejis yra judamoji apkrova. Siuo at-
veju apkrovy dydziai yra fiksuoti, taciau ji gali uzimti skirtingas padétis ant
konstrukcijos. Taigi apkrovimo istorija yra $iy padéciy kitimo eiga. Kartais tokia
istorija gali buti tiksliai Zinoma, jeigu tai konkretaus sunkiojo transporto judéjimas
ar kitas tiksliai aprasomas efektas. Siame poskyryje nagrin¢jamas bendriausias
atvejis, kai istorija nezinoma ir kiekviena apkrovos pridétines vieta traktuojama
kaip skirtinga apkrovy kombinacija, sudaranti vieng tariamos jégy kitimo srities
virsting j.
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Metodika iliustruojama santvaros tiirio optimizavimo uzdaviniu. Nagriné-
jama santvara su paraboline apatine juosta, veikiama nuolatinés (nekintamos)

apkrovos F, ir kintamos, judanciy jégy poros F - Santvara ir charakteristinés
apkrovos reik§més kN vaizduojamos 3.4 paveiksle. Skaic¢iuotinéms apkrovoms
naudojami daliniai koeficientai yra ; up =135 judamai apkrovai ir 75 =1.3
pastoviai apkrovai. Sprendziamas (3.1)—(3.7) optimizavimo uzdavinys ir ieSkomi
santvaros elementy skerspjtiviy plotai A ir bendras turis 7 . Elementai yra su-
grupuoti j keturias grupes: apatiné juosta 4, virSutiné juosta A4,, vertikalieji
tinklelio strypai (statramscCiai) 45 ir pasvirusieji tinklelio strypai (spyriai) Ay .
Visiems strypams priskiriamos minimalios galimos skerspjuvio ploto reik§més
A min = 42.min = 43.min = 44.min = 0,006 m? . Santvara projektuojama i kvad-
ratiniy sta¢iakampiy (SHS) strypy, kuriy pradiniai skerspjiivio matmenys paren-
kami tokie: by =16 cm, by =14 cm, by =by =10 cm. Sie dydziai gali biiti kei-
Ciami, atsizvelgiant j gautus optimizavimo rezultatus. Plieno takumo jtempis
imamas f, =235 MPa, tamprumo modulis — £ =210 GPa.

———

Judanti apkrova ij, j=12,..,4

140 70 _
Nuolatine apkrova F_,

*15 *15 *15 *15 *15

4x3=12m

3.4 pav. Santvaros geometrija ir apkrovimas
Fig. 3.4. Geometry and loading of the truss

Taikoma duali poslinkiy skai¢iavimo metodika aprasyta 2.5.3 poskyryje.
Optimizuojant ribojamas santvaros galo vertikalusis poslinkis #, <35 mm

(3.4 pav.). Norint jvertinti pakeitimus, padarytus matematiniame modelyje
(3.1)~(3.7), analizuojami keli optimizavimo atvejai.
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Atvejis C1 — santvaros optimizavimas pagal klasikinj tiirio minimizavimo
modelj, t. y. (3.1)~3.7), taciau be (3.5) salygos.

Atvejis C2 — santvaros optimizavimas pagal visg sitiloma modelj (3.1)—3.7).
Gauti rezultatai pateikiami 3.2 lenteléje. Santvaros plastinés deformacijos patei-
kiamos 3.5 pav.

Gauti optimaliis santvaros tiiriai: C1 — =10,15916 m®, C2 — /= 0,17269 m".

Modelis C1, 4,>0, V=0,1592 m’ Modelis C2, 4,=0, V=0,1727 m’

3.5 pav. Santvaros deformacijos ir optimalis tariai
Fig. 3.5. Truss deformations and the optimal volumes

3.2 lentelé. Santvaros tiirio optimizavimo uzdavinio rezultatai
Table 3.2. Results of the truss volume optimisation problem

Elementas Apatiné juosta | Virutiné juosta Statramsciai Spyriai

1 A,m’ 39,068 29,494 20,975 14,556
t, mm 6,43 5,55 5,64 3,83

o A, m’ 37,730 30,572 18,264 19,982
{, mm 6,20 5,76 4,87 5,36

Papildomos plastiniy daugikliy suvarzymy saglygos (3.5) neleidzia formuotis
plastinéms deformacijoms gniuzdomuosiuose liaunuose strypuose. Todél tokio-
mis salygomis papildytas optimizavimo uzdavinys atveda prie visai kitokio
konstrukcijos jtempiy ir deformacijy buivio nei klasikine suirtimi pagrjstas uzda-
vinys. Antruoju atveju C2 gaunamas didesnis santvaros turis ir kitoks skerspji-
vio ploty pasiskirstymas. Apatinés juostos ir statramsciy skerspjiiviai rasti ma-
Zesni, o virSutinés juostos ir spyriy didesni antruoju optimizavimo uzdavinio
atveju. Formaliai stiprumo ir standumo (poslinkiy ribojimo) salygos tenkinamos
abiem atvejais, taCiau antruoju atveju projektuojama klupumui atspari ir saugi
konstrukcija, kurioje plastines deformacijas patiria tik virSutinés juostos tem-
piamas elementas (3.5 pav.). Taigi pasitlytasis optimizavimo modelis (3.1)—
(3.7) uztikrina Eurokodo saugos ir tinkamumo ribinius buivius, kartu parinkda-
mas paties maziausio tiirio santvarg veikiant bet kokiai KKA.
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3.2. Santvaros optimizavimas tiesioginiu tikimybiniu
metodu
Siame skyriuje nagrinéjamas santvaros elementy tiesioginis tikimybinis skai¢ia-

vimas (tikrinimas, projektavimas). Tariama, kad visi atsparuma ir poveikiy efek-
ta lemiantys dydziai X yra atsitiktiniai ir jy pasiskirstymas aprasomas normaliuo-

ju tikimybés tankio désniu, t. y.:. Xe N(,UX,O')Z( ) Dydis X visiskai
apibréziamas dviem rodikliais — aritmetiniu vidurkiu gy ir kvadratiniu nuokry-

piu oy :

12 12 2
My ==—2%,0x = —Z(x,-—ﬂx) .
ni=| ni=|

Darbe neatsizvelgiama | galimg elementy stabilumo netekima, todél skai-
ciavimams skerspjiivio forma jtakos neturi. Taigi santvaros k-ojo elemento at-
sparumo funkcija yra

Ry =r(fyi-App-AR). (3.8)
o elementg veikianc¢io poveikiy efekto funkcija —
Ep =e(Nyj Ny AE) . (3.9)
Tuomet elemento atsparumo atsargos funkcija:

Zi =Ry — By :r(fyk’Apk’AR)_e(Nek’Nrk’AE):

Z(fyk’Aprek’Nrk’AR’AE) =
NO/C _Nek _Nl”k +AR+AE=
Apk.fyk_akF_Nrk-'-AR-i_AE’ (3.10)

¢ia AR — atsparumo skai¢iavimo, o AE — efekto skaic¢iavimo modeliy paklaidos.
Atsparumo ir poveikiy efekto funkcijy kintamieji yra atsitiktiniai dydziai,
pasiskirste pagal normalyjj désnj, todél ir atsparumo atsargos funkcija (3.10)

pasiskirsto taip pat, t.y. Z, e N ( ,qu,o%k). Atsparumo atsargos funkcijos pati-
kimumo indeksas f ir yra pagrindinis tiesioginio tikimybinio projektavimo kri-

terijus. Grafinis tikimybés tankio funkcijos /4(Z;) vaizdas pateikiamas 3.6 pa-
veiksle.
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Suirimas I Saugos sritis

3.6 pav. Atsparumo atsargos Z; tikimybés tankio 4(Z;) funkcijos grafikas
Fig. 3.6. The probability density function of the safety margin Z;

Eurokode siekiama uztikrinti, kad elementy patikimumo indeksas nevirSyty
norminio patikimumo indekso f,;. Tokiu budu uztikrinama reikiamai maza ele-
mento suirimo tikimybé a; (3.6 pav.).

Elemento k& patikimumo indeksas f; nustatomas i$ lygties

)7
B =2k (3.11)
O 7k

ia iy, yra stiprumo atsargos reikSmé vidurkio taSkuose:
tzk = 2(BX )= Hapk - Bk = ENek = HNvk + HAR + HAE » (3.12)
0y, — elemento atsparumo atsargos funkcijos kvadratinis nuokrypis:

e )

8f vk 8Ak

(o] ] (0]

N, N, OAR

172

2
aAEj +20p500503R | - (3.13)
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Atlikus diferencijavimo veiksmus gaunama:

Ozk = [(Apk 'GJ‘yk)z +(fyk 'O'Ap/c)2 +(°'Nek)2 +

5 ) 5 , o 12
(onm)” +(oar)” +(oag) +2O—RE0AE0AR} 5 (3.14)

¢ia oy — elemento k atsitiktinio dydzio X kvadratiné nuokrypa; 6., o4z, Orr —
atsparumo ir efekto funkcijy skaic¢iavimo modeliy bei jy koreliacijos lemiamos
kvadratinés nuokrypos (Ditlevsen, Madsen 2007; Kala, Kala 2003). Laikoma,
kad ribiné aSiné jéga Ny, = Ay fir (k= 1, 2, ..., n) visu elemento ilgiu yra pastovi,
Ju yra elemento medziagos takumo jtempis, tada analogiskai randama aSinés jé-

gos N, = f (A - ELF ) funkcijos kvadratiné nuokrypa:

2
N, oN, Y
O Nek = W%pk + o o | +
p
, 1 12
ON ON
( eko,j +( ekon (3.15)

ol oF

Tokiy daliniy diferencialy paieska visos konstrukcijos atzvilgiu daznai yra
sudétinga, todél taikomi supaprastinti skaitinio diferencijavimo metodai, pavyz-
dziui Ricardsono ekstrapoliacija (Jankovski, Atkocitinas 2008).

Santvaros tiirio minimizavimo uzdavinys. Optimizavimui naudojant ma-
tematinj programavimg, kintamosios kartotinés apkrovos veikiamos santvaros
minimalaus tirio radimo uzdavinys, tiesiogiai ribojant elementy patikimuma,
uzraSomas taip:

min L' A, , (3.16)
kai
AN, =0, (3.17)
1812 B, (3.18)
A2 A (3.19)

Tai tiesinio matematinio programavimo uzdavinys, kurio tikslo funkcija
(3.16) isreiskia santvaros elementy tirj: L — santvaros strypy ilgiy vektorius,
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Ap = (A4p, 4p2, ..., A,,,,)T — atitinkamy strypy skerspjiivio ploty vektorius. Salygos
(3.17) apraso liekamyjy asiniy jégy N, pusiausvyrg prisitaikiusioje konstrukcijo-
je. Salyga (3.18) uztikrina nemazesnj nei normuotasis konstrukcijos elementy
patikimuma, B = (8, B2, s i - ﬁn)T — santvaros strypy patikimumy indeksy
vektorius, f, — normuotyjy patikimumo indeksy vektorius. Salygos (3.19) yra
konstrukciniai apribojimai, A,,;, — minimaliy strypy skerspjiivio ploty vektorius.
Nezinomieji (3.16)—(3.19) modelyje yra strypy skerspjiivio plotai 4, ir liekamo-
si0s razZos IV,.

Salygose (17) vektoriaus f# komponentai raSomi moduliu siekiant uztikrinti
atsparumo atsargos funkcijos galiojima teigiamoms ir neigiamoms veikian¢ioms
aSinéms jégoms, t. y. tempimui ir gniuzdymui. Atskleidus k-tajam santvaros
elementui galima parasyti:

Hapk Mk T HNek,max T HNrk T HAR T HAE

(o2
|Be| = bia] _ 7 . (320
Ozk  Mapk " Hpk = HNek,min =~ ENrk + HAR T HAE

Ozk

Cia Mok max 1T HNekmin — €kstreminés k-tojo elemento pseudotampriosios aSi-

nés jégos. Kintamajg kartoting apkrova nusakanti laiko funkcija F(¢) pakeiCiama
jégu kitimo srities virSiines aprasanciomis jégy kombinacijomis F; (Atkocitinas
and Karkauskas, 2010). Tuomet Ln,k max 1T ANek min gaunamos atrinkus ekst-

remines (didziausias ir maziausias) reikSmes i$ visy apkrovos kombinacijy F;
sukelty jrazy varianty (j = 1, 2, ..., p, p = 2") elemente k (Merkevicite,
Atkocitnas 2005).

Skaitinis eksperimentas

Nagrinéjama tilto tipo santvara, veikiama dviejy jégy poros, galin¢ios uzimti bet
kurig i§ penkiy nurodyty padéciy — tokiu budu aprasoma judanti apkrova
(3.7 pav.). Pagal (3.16)+3.19) matematinj modelj reikia rasti minimaly santva-
ros tlirj, uztikrinant normuotgjj atsparumo atsargos patikimumo indeksa 3, = 3,8
visiems elementams.

Sprendziant §j uzdavinj daromos tokios prielaidos: elementy ilgiai laikomi
neatsitiktiniais dydziais (konstantomis); tampriyjy jrazy tikimybés skirstiniai
jvertinami tiesiogiai, neisSskiriant skerspjiivio ploto 4,, tamprumo modulio E ir
iSoriniy jégy F, kaip atskiry atsitiktiniy dydziy jtakos; tariama, kad atsparumo ir
efekto funkcijos yra nepriklausomos, t. y. oz = 0; nepaisoma efekto funkcijos
apskaiciavimo modelio paklaidos, t. y. a4z = 0. Kintamosios kartotinés apkrovos
poveikis jvertinimas per tampriyjy ekstreminiy jrazy vektorius ir pritaikomas
atitinkamai patikimumo indekso apribojimy funkcijai pagal (19) formule.
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3,75 m

500m , 500m , 500m

F=300kN
F
2F

3.7 pav. Santvara veikiama judamos apkrovos
Fig. 3.7. Truss subjected to moving load

I§ anksto zinomi konstrukcijos ir medziagy tikimybiniai parametrai: plieno
takumo jtempio (uy, o) = (530 MPa, 58,3 MPa); skerspjuvio ploto vy, = 0,05;
tampriyjy asiniy jégy oy. = 40 kN; atsparumo atsargos skai¢iavimo modelio pa-
klaidos (u4z, 042) = (21 kN, 6 kN). Maziausiasis visy elementy skerspjuvio plo-
tas priimamas A4;; = 5 cm’.

Uzdaviniui spresti naudojamas tolydinis optimizavimas, kai nepaisoma
diskreciy profiliuoCiy sortimenty, t. y. skerspjuvio plotai parenkami matematis-
kai idealts (tenkina uzdavinio (3.16)—(3.19) apribojimus be atsargos). Konkretiis
statybiniai profiliuociai gali biiti parenkami gavus galutinj tolydinio optimizavi-
mo sprendinj. Elementai taip pat gali biiti sugrupuoti prie§ optimizuojant (paren-
kant vienodus skerspjuvius visiems santvaros juosty, tinklelio elementams ir
pan.), taciau dél vaizdumo Siame pavyzdyje visi elementai yra nepriklausomi.
Strypy unifikavima racionaliau atlikti turint projektavimo rezultatus ir matant
irazy pasiskirstyma.

Optimizavimo uzdavinio (3.16)—~(3.19) apribojimai priklauso nuo ieskomy
dydziy (elementy skerspjtivio ploty) todél optimizuojama iteraciniu biidu tokia
seka:

1) nustatomi pradiniai skerspjuvio plotai 4, pa k € K visiems santvaros
elementams;

2) su nustatytais plotais sudaroma konstrukcijos standumo matrica K ir
apskaiciuojamos pseudotampriyjy jrazy vidurkiy reikSmeés et maxs
Unekmin DE1 atsparumo atsargos skirstinio nuokrypos oz visiems ele-
mentams k € K ;
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3) sprendziamas tiesinio matematinio programavimo uzdavinys (3.16)—
(3.19), gaunami nauji skerspjiivio plotai A na;

4) gautieji skerspjuivio plotai priskiriami pradiniams: Ay rad = Apkpany 1
uzdavinio (3.16)—~(3.19) sprendimo ciklas kartojamas, kol santvaros ti-
rio pokytis tarp gretimy iteracijy tampa norimai mazas.

Nagrinéjamam uzdaviniui toks iteracinis skaiiavimas visisSkai tinkamas,
nes tiesinio uzdavinio formuluoté yra paprastesné (lyginant su netiesine formu-
luote, naudojant kintamyjy funkcines priklausomybes apribojimuose) ir konver-
gencija pasiekiama jau po 6—10 iteracijy (3.8 pav.).

0,55
0,54K
0,52 \
0,51
0,49 \
0,48 \\
0,46

0,45 k

Tiris, m?

[ S S S —

0,43 T T T T T T r T ,

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Iteracijos

3.8 pav. Iteracinio uzdavinio sprendinio konvergavimas
Fig. 3.8. Convergence of the iterative problem solution

Gauti skaiciavimo rezultatai patelklaml 3.3 lenteléje. Optlmalq sprendinj
sudaro elementy skerspjiivio plotai 4™ ir lickamosios aginés jégos N, . Talp pat
suskai¢iuojamos kiekviename elemente k atsirandancios ekstreminés asinés jé-
20S: Nyar ik = Unekmax + Noke 1T Nyink = Uniekmin + N Sios jégos konstrukcijoje vienu
metu neegzistuoja, taciau atsiranda elementuose skirtingiems prisitaikomumo
proceso etapams. Optimalus santvaros strypy skerspjuvio ploty pasiskirstymas
salygiskai vaizduojamas 3.9 paveiksle. Pagal aptartas squgas atlikus skaiciavi-
mus gautas optimalus santvaros tiris yra: V= 0,43926 m’.

Toliau analizuojama atskiry tikimybiniy dydziy jtaka skaiciavimo rezulta-
tams. ISraiskos (3.14) posaknyje esantys sandaugy kvadratai reiskia dél skirtingy
parametry jvertinimo atsirandancias atsparumo atsargos skaiciavimo paklaidas.
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Irasius nagrinéjamo pavyzdzio skaitines reikSmes pasirinktam (tebiinie as-
tuntajam) santvaros elementui gaunama:

2 12
o8 :|:(Ap8 'Gﬁz8) +(fy8 'UAps)z +(0Ne8)2 +(0Nr8)2 +(oar)’ +} =
1/2
[(0,006 :58300)” + (530000- 0,05 - 0,006) + 407 +62} E

12
[12,24-104+2,53-104+0,16-104+36} .

IS skaitiniy rezultaty matyti, kad didZiausia jtakg patikimumo koeficiento
reikSmei turi pirmasis auksciau uzrasytos funkcijos démuo, t. y. skerspjuvio plo-
to ir takumo jtempio nuokrypos sandaugos kvadratas. Skerspjivio plotas yra
optimizavimo parametras (nezinomasis), taigi tai reiskia, kad siekiant didinti
konstrukcijos patikimuma, efektyviausia yra mazinti plieno takumo jtempiy
kvadratine nuokrypa. Sio dydzio reikime labiausiai lemia plieno profiliuogiy
gamybos technologijos ir gamybos kokybés kontrolé. Taciau svarbu pazyméti,
kad minéta konkretaus plieno gamintojo produkcijos nuokrypa gali buti mazesné
nei nustatyta tarptautiniuose standartuose, kuriuose priimamos nepalankiausios
galimos reikSmés. Taigi, zinant tikrasias medziagy, i§ kuriy bus gaminama
konstrukcija, charakteristikas, atsiranda galimybé projektuoti ekonomiskiau.

Toliau nagringjant suformuluota optimizavimo uzdavinj (3.16)—3.19), ti-
riama normuotojo patikimumo indekso, nustatomo visiems elementams, ir san-
tvaros optimalaus tario priklausomybé. ISsprendus aibe uzdaviniy gauta, kad,
didinant normuotajj elementy patikimumo indeksa f, (kiti parametrai nekeicia-
mi), gaunamas vis didesnis santvaros tiiris. Sudarytas santvaros optimalaus tiirio
priklausomybés nuo patikimumo indekso grafikas pateiktas 3.10 paveiksle. Jame
nurodytas ir aprasyto uzdavinio sprendinys, kai visiems elementams nustatytas
S, =3,8. Gauta netiesiné priklausomybé (punktyrine linija vaizduojama tiesé,
jungianti krastines reikSmes).

3.9 pav. Optimalios santvaros elementy skerspjtivio ploty santykiné schema
(pagal 3.3 lentele)
Fig. 3.9. Comparative scheme of optimal truss elements cross-sections
(according to Table 3.3)
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3.3 lentelé. Tikimybinio santvaros optimizavimo uzdavinio rezultatai
Table 3.3. Results of the probability-based truss optimization problem

El‘“ﬁiﬂto' A% em® | NN | Ny KN | Ny KN | B,
I 52.61 | 0,00 | 800,00 | 000 |3.80
2 53,73 | 27.98 | 818,99 | 2708 | 3.80
3 56,79 | 1928 | 87092 | 1928 | 3,80
4 5223 | 1721 | 793.62 | 1721 | 3.80
5 5733 | 0,00 | 880,00 | 000 |3.80
6 6446 | 0,00 | 000 |—1000.00 | 3.80
7 59.00 | 28.85 | 28.85 | —908.13 | 3.80
g 6024 | 1928 | 1928 | —929.09 | 3.80
9 58,55 | 17,74 | 17,74 | 900,52 | 3,80
10 7043 | 0,00 | 000 |—-1100.00 | 3.80
1 3421 | 2798 | 482.82 | 27.98 |3.80
2 18,64 | 3408 | 203.53 | 20353 | 3.80
3 16,59 | 39,58 | 165,71 | —165,71 | 3,80
14 2690 | 4027 | 35337 | 4027 |3.80
s 1636 | 2727 | 16141 | —16141 | 3.80
16 2188 | 2727 | 262.86 | —178.01 | 3.80
17 2591 | 32,19 | 33570 | 2220 |3.80
8 2349 | 2151 | 292,03 | —117.74 | 3.80
9 1426 | 2433 | 122.16 | —122.16 | 3.80
20 35,06 | 1721 | 513,62 | 1721 |3.80

Sitloma skaic¢iavimo metodika sudaro galimybe veiksmingai ir ekonomiskai
projektuoti konstrukcijas tiesiogiai jvertinant jy patikimuma. Patikimumo riba
skai¢iuojama taikant sglygiSkai nesudétingus matematinius metodus ir tiesinj
optimizavimo algoritma, kurj galima realizuoti bet kokioje matematinéje pro-
graminéje terpéje. Kaip ir visi disertacijoje aptarti skai¢iavimo metodai, tikimy-
binis skai¢iavimas grindziamas diskretiniu konstrukcijos modeliu ir matematiniu
programavimu. Skaitinis optimizavimo pavyzdys rodo netiesing priklausomybe
tarp santvaros tiirio ir jos elementy patikimumo. Sis faktas rodo bitinybe kiek-
vienu atveju taikyti optimizacija ir neleidzia tiesiogiai prognozuoti konstrukcijos
patikimumo pagal jos geometrinius parametrus. Pavyzdys taip pat parodé, kad
didziausig jtaka konstrukcijos tiiriui turi plieno takumo jtempio variacija, todeél
biitent Sio dydzio sumazinimas yra veiksmingiausias budas siekti dar ekonomis-
kesnio konstrukcijos projekto.
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3.10 pav. Santvaros tiirio ir patikimumo indekso priklausomybé
Fig. 3.10. Truss volume dependence on the reliability index £,

Siame poskyryje aprasytas analizés metodas gali bati pritaikytas kaip kont-
rolés priemoné, kuriant naujas skai¢iavimo ir optimizacijos metodikas. Tikimy-
bémis ir matematinio programavimo metodais pagrjstas skai¢iavimas ir priaugi-
miné (inkrementiné) analizé leidzia visapusiskai jvertinti konstrukcijos elgsena
ir projekto tinkamuma eksploatacijai.

3.3. Prisitaikancios konstrukcijos optimizavimas
inkrementiniu-iteratyviniu metodu

Kaip buvo aptarta pirmajame disertacijos skyriuje, KKA atveju vystantis plasti-
néms deformacijoms, konstrukcijy poslinkiai gali kisti nemonotoniskai. Siekiant
iSvengti avariniy ar eksploataciniy reikalavimy neatitinkanciy situacijy, susiety
su pernelyg dideliais konstrukcijy poslinkiais, tenka nagrinéti apkrovimo istorija.
Siame poskyryje aprasomas autoriaus pasiiilytas inkrementinis prisitaikan¢iy
konstrukcijy deformacijy ir jlinkiy analizés metodas, leidziantis fiksuoti poslin-
kiy kitimo nemonotoniskuma (Blazevi¢ius, Atkocitinas 2011).

Sitlomoje metodikoje pagrindinis optimizavimo uzdavinys atskirtas nuo
poslinkiy nagrinéjimo analizés uzdavinio, todél metodika tinkama bet kokios
konstrukcijos (santvaros, rémo, plokstés) optimizacijai. ISsprendus optimizavi-
mo uzdavinj, jjungiamas inkrementinis prisitaikanciy konstrukcijy deformacijy
ir jlinkiy analizés uzdavinys, sudarantis galimybes fiksuoti poslinkiy kitimo ne-
monotoniskuma. Sprendimo algoritmas vaizduojamas 3.11 paveiksle, jo realiza-
vimo zingsniai aptariami nuodugniau.
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Pradiniai duomenys sudaro informacija apie konstrukcija, kuri optimizavi-
mo procese nekinta — geometriniai, fiziniai parametrai ir kita.

Pagrindiniu optimizavimo uzdaviniu ieSkomi pagrindiniai viso algoritmo
nezinomieji. Uzdavinio formuluoté skiriasi priklausomai nuo optimizavimo kri-
terijaus. Siuo atveju kaip pagrindinis optimizavimo uzdavinys bus taikomas san-
tvaros tiirio optimizavimas judamosios apkrovos atveju su prisitaikomumo, sta-
bilumo ir standumo salygomis ((3.1)—~(3.7) matematinis modelis, 3.1 poskyryje).

Pagrindinj uzdavinio sprendinj sudaro optimuma atitinkanc¢ios kintamuyjy
reikSmés. Uzdavinio sprendinys turi biiti grindziamas standumo apribojimais
(poslinkiy ribojimo sglygos turi buti tenkinamos kaip lygybés). Jei taip néra, po-
slinkiy ribos yra per placios ir tokia optimizavimo uzdavinio formuluoté neten-
ka prasmeés.

Inkrementiniu analizés uzdaviniu, kuriuo nagrinéjama Zinoma (pasirinkta)
konkreti konstrukcijos apkrovimo istorija. Tokiu budu analizuojamas etapinis
(inkrementinis) konstrukcijos prisitaikomumo buvio ir liekamuyjy poslinkiy kiti-
mas.

Standumo salygy tikrinimas, atlikus konstrukcijos inkrementing analize, ku-
rios metu gaunamos liekamyjy (arba suminiy) poslinkiy reiksmés kiekvienoje
apkrovimo istorijos fazéje. Visos §ios reik§Smés turi buti palygintos su projekti-
némis (nustatytomis pirmu zingsniu ir nekintamomis visame optimizavimo pro-
cese) ir taip patikrinta ar visoje apkrovimo istorijoje standumo salygos nebuvo
pazeistos. Jei inkrementiné analizé nerodo minéty salygy pazeidimo — pagrindi-
nio optimizavimo uzdavinio sprendinys yra optimalus ir uzdavinys baigiamas.

Standumo apribojimy siaurinimas atliekamas jeigu inkrementinés analizés
metu buvo nustatyta, kad apkrovimo istorijoje standumo apribojimai buvo pa-
zeisti. Tokiu atveju i$ naujo formuluojamos liekamyjy poslinkiy ribos pagrindi-
niam optimizavimo uzdaviniui.

Optimalus prisitaikanc¢ios konstrukcijos projektavimo uzdavinio sprendinys
gaunamas tuomet, kai tenkinamos visos pagrindinio optimizavimo uzdavinio
apribojimy salygos (prisitaikomumo, matematinio grieZtumo, standumo, stabi-
lumo, plastiniy daugikliy neneigiamumo) ir jsitikinama, kad poslinkiy ribos ne-
buvo pazeistos prisitaikomumo procese, vertinant konkrecig apkrovimo istorija.

Inkrementiné analizé pagrjsta iteraciniu analizés uzdavinio skaifiavimu,
pamazu didinant veikiancia apkrova arba jos padétj (judamosios apkrovos atve-
ju). Tikslas — rasti tampriosios plastinés konstrukeijos poslinkius laipsnisko ap-
krovos kitimo metu. Inkrementiné analizé parodo visa deformavimosi proceso
istorija (diskreciomis reik§mémis) ir taip leidzia sekti poslinkiy reikSmiy kitima,
t. y. konstrukcijos atitiktj tinkamumo ribinio buvio reikalavimams.
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3.11 pav. Inkrementinio-iteratyvinio optimizavimo uzdavinio schema
Fig. 3.11. Sheme of the incremental-iterative optimization problem

Uzdavinys formuluojamas taip:

reikia inkrementiskai iSanalizuoti konkreciq Zinomg konstrukcijos apkrovi-
mo istorijq ir uztikrinti, kad po jos realizavimo, veikiant bet kokiai apkrovy
kombinacijai is apibréztos (Zinomos) srities, nebus pazeistos prisitaikomumo
sqglygos. Tokio uzdavinio matematinis modelis uzrasomas taip:

1
min {EANfV D AN, + NZT,DANW}, (3.21)

visiems v=1, 2, .., z, ze Z,
kai

AAN,, =0, (3.22)

rv
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Ns, +AN,, + N, <Ny,
—Ny, —=AN,,, = N, < XNy,
NE}" +AN}"V +N62 SN(),
_NZV _ANVV —Nez SIN(), (323)

Ny, +AN,, + N,

eVSNO’

_NEr_Aer_NeV SXNO>
¢ia:

Ns, =Y AN,,. (3.24)

v-1

Uzdavinio (3.21)—(3.24) apribojimy skai¢ius keiciasi kiekvienoje iteracijoje.
Nagrinéjant v-3jj apkrovos inkrementa (konkrety apkrovimo istorijos Zingsnj)
salygos (3.23) papildomos jj ribojanciais prisitaikomumo apribojimais, paliekant
ir visus iki tol buvusius. Paskutinéje apkrovimo istorijos fazéje (kai v = z) turé-
sime z apribojimy kiekvienam konstrukcijos pjiiviui, kiekvienai apkrovy hodog-
rafo virSiinei. Sprendziant uzdavinio dualias formuluotes (Cia nepateikiama),
gaunami plastiniai daugikliai 4,. Tuomet kiekvienoje iteracijoje suskai¢iuojame

liekamuosius poslinkius u,, = HA,.

Skaitinis eksperimentas
Nagrinéjama santvara apkrauta judancia apkrova, kaip parodyta 3.7 paveiksle.
(3.2 skyriuje). Ribojami santvaros trec¢iojo mazgo (antrojo ir treciojo elementy

bendro mazgo) liekamieji poslinkiai. Horizontalus #,s5j,¢ =-0,1-10 m,

=0,1-107 m, ir vertikalus %, jnr =—0.6-107> m, H4.qp

1,5 up =0,6-10° m.
Santvaros strypams naudojami trys skirtingi skerspjiiviai: 4;— apatinés juostos
strypams, 4, — virSutinés juostos strypams ir 4; — tinklelio strypams. Skerspjiiviy
tipas — $altai valcuoti apvaliis vamzdziai. Reikia rasti minimaly santvaros strypy
tarj jvertinant konkre€ig apkrovimo istorija ir uztikrinant, kad jos metu nebus
pazeisti poslinkiy. Pirmiausia sprendziamas pagrindinis optimizavimo uzdavinys
pagal (3.1)~(3.7) matematinj modelj. Optimalus sprendinys yra paskutinés itera-
cijos rezultatas (1 optimizavimo algoritmo ciklas): minimalus konstrukcijos
taris V = LTA,, = 0,3255 m’; strypy skerspjiviy plotai: 4; = 37,4468 cm’,
Ay = 47,9459 cm’, 45 = 16,9088 cm’. Gave pagrindinio uzdavinio sprendinj
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pereiname prie inkrementinés prisitaikomumo analizés. Tam naudojamas uzda-
vinys (3.21)—(3.24). I ¢ia gaunamos liekamuyjy poslinkiy reik§més esant kiek-
vienai apkrovos diskretaus judéjimo padéciai (penki inkrementai). Jos pateikia-
mos 3.4 lentel¢je. Ribojami poslinkiai paryskinti.

3.4 lentelé. Liekamujy poslinkiy reik§més, mm (pirmasis ciklas)
Table 3.4. Values of residual displacements, mm (first cycle)

Iteracijos numeris
1 | 2 | 3 ] 4 | s
Nr. Judamos apkrovos padétis (tariamas prieaugis)
F F £ Fy Fs

1 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
2 1,443 1,443 1,443 1,608 1,608
3 —0,136 —0,136 —0,136 —0,136 —0,136
4 0,171 0,171 0,171 0,586 0,586
5 —0,124 -0,124 -0,124 —-0,098 —0,098
6 0,195 0,195 0,195 0,558 0,558
7 —-0,125 —0,125 —0,125 -0,391 —-0,391
8 0,091 0,091 0,091 3,192 3,192
9 -0,125 —0,125 -0,125 -0,391 -0,391
10 —0,298 —0,298 -0,298 -0,142 -0,142
11 -0,397 -0,397 -0,397 —0,189 —0,189
12 -0,222 -0,222 -0,222 -0,029 -0,029
13 0,370 0,370 0,370 0,728 0,728
14 -0,213 -0,213 -0,213 0,001 0,001
15 0,170 0,170 0,170 0,962 0,962
16 -0,195 —0,195 —0,195 0,181 0,181
17 0,093 0,093 0,093 —-0,763 —-0,763

IS 3.4 lentelés matoma, kad 5-ojo poslinkio ribos buvo pazeistos pirmuose
apkrovimo istorijos etapuose. Tai reiskia, kad reikia siaurinti poslinkiy ribas
pagrindiniam optimizavimo uzdaviniui ir kartoti visa optimizavimo algoritma.
Poslinkio riba sumazinama 5%. Gaunama urziinf: 0,95- u}iinfz ~0,09510> m.

Kitos poslinkiy ribos lieka tokios pacios. Kartojamas pagrindinis optimizavimo
uzdavinys (11)—(17), tuomet su gautais naujais skerspjuvio plotais vél atlickama
inkrementiné analizé. Taip tesiama tol, kol apkrovimo istorijoje nebeatsiranda
poslinkiy riby pazeidimy. Kaip parodé skai¢iavimai, Siuo konkreciu atveju reikia
atlikti 6 skaic¢iavimy ciklus. Paskutinio ciklo pagrindinio optimizavimo uzdavi-
nio sprendinys yra toks (SeStasis ciklas): minimalus konstrukcijos taris
Vo= LTA,, = 0,32657 m’; strypy skerspjiviy plotai: 4, = 37,4468 cm’,
Ay = 47,9459 cm’, 45 = 17,0932 cm’. Su gautais skerspjiivio plotais atliktos ink-
rementinés analizés liekamyjy poslinkiy reiksmés kiekvienoje apkrovos diskre-
taus judéjimo padétyje pateikiamos 3.5 lenteléje.
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3.5 lentelé. Lickamuyjy poslinkiy reikSmés, mm (Sestasis ciklas)
Table 3.5. Values of residual displacements, mm (sixth cycle)

Iteracijos numeris
1 | 2 | 3 | 4 [ s
Nr. Judamosios apkrovos padétis (tariamas prieaugis)
h B B Fy Fs
1 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
2 1,140 1,140 1,140 1,288 1,288
3 —0,108 -0,108 | —0,108 —0,108 —0,108
4 0,135 0,135 0,135 0,508 0,508
5 -0,099 | —-0,099 | —0,099 -0,075 -0,075
6 0,154 0,154 0,154 0,481 0,481
7 -0,100 | —-0,100 | —0,100 -0,341 -0,341
8 0,072 0,072 0,072 2,858 2,858
9 -0,100 | —0,100 | —0,100 —0,341 —0,341
10 -0,235 —0,235 —0,235 —-0,095 —-0,095
11 -0,314 | -0,314 | -0314 -0,127 -0,127
12 -0,177 -0,177 | -0,177 -0,003 -0,003
13 0,292 0,292 0,292 0,614 0,614
14 -0,169 -0,169 —0,169 0,023 0,023
15 0,134 0,134 0,134 0,845 0,845
16 —-0,155 —0,155 —0,155 0,181 0,181
17 0,073 0,073 0,073 -0,696 | —0,696

Gauti poslinkiai nevirsija nustatyty riby né vienoje apkrovos istorijos fazéje.
Tai reiskia, kad pagrindinio optimizavimo uzdavinio sprendinys (6 ciklo) yra
optimalus (nustatytu tikslumu). 3.6 lenteléje pateikiamas visy 6 optimizavimo
algoritmo cikly pagrindiniuose optimizavimo uzdaviniuose (paskutinése jy itera-
cijose) gauty skerspjuvio ploty ir tikslo funkcijy reikSmés.

3.6 lentelé. Optimizavimo algoritmo skai¢iavimo cikly rezultatai
Table 3.6. Results of the optimization algorithm calculations

Ciklo | 4;, m? Ay, m* A5, m* v, m’
Nr. x107 | x10* | x107 x 10
1 37,4468 | 47,9459 | 16,9088 | 3,2550
2 | 37,4468 | 47,9459 | 16,9495 | 32573
3 | 37,4468 | 47,9459 | 16,9883 | 3,2596
4 | 37,4468 | 47,9459 | 17,0251 | 3,2617
5 | 37,4468 | 47,9459 | 17,0600 | 3,638
6 | 37,4468 | 47,9459 | 17,0932 | 3,2657
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IS 4 lentelés matoma, kaip kiekvieno optimizavimo ciklo metu didéja tikslo
funkcijos reik§mé (optimalus konstrukcijos tairis) ir santvaros tinklelio strypy
skerspjuivio plotas (43). Akivaizdu, kad tai lemia biitinas standumo salygy siau-
rinimas pagrindiniame optimizavimo uzdavinyje.

3.5. Réminiy konstrukcijy optimizavimas pagal
eurokodo reikalavimus

Siame poskyryje (2.70)—~2.74) bendrasis diskretizuotos konstrukcijos optimiza-
vimo modelis pritaikomas réminéms konstrukcijoms. Nagriné¢jamos plokscios
réminés konstrukcijos, kuriy elementai veikiami lenkimo momento ir asinés jé-
gos. Konstrukcijai taikomi eurokodo reikalavimai, taigi matematinis modelis
formuluojamas atsizvelgiant | 2.5 poskyryje iSdéstytus stiprumo, stabilumo ir
standumo (poslinkiy ribojimo) reikalavimus. Apibendrinta réminés konstrukei-
jos iraza, nustatancia elemento laikomajg galia, naudojamas lenkimo momentas.

Prisitaikancios plieninés réminés konstrukcijos optimalaus ribiniy lenkimo
momenty pasiskirstymo nustatymo uzdavinys su eurokodo reikalavimais formu-
luojamas taip:

k

kai
95 =1 My -®,(GL+S,;)>0. (3.26)
0 =1, My—®,, (GL+S,;) 0. (3.27)
L =0,2;,20, 4, =0 (A =0), A=X(4; ., + 24, 3.28
], S8t ¢Sf Vo st =T Hjer T ( j.cr ¢Cl’ - )5 _z st + jor ) ( . )

J

Moy 2 Mo min > k€ K, (3.29)
uinfS uej +u, < usup , U = HJ.. (3.30)

Kaip ir anks¢iau aptartu santvaros optimizavimo uzdaviniu, infliuentinés
matricos a, #, G ir H priklauso nuo uzdavinio nezinomyjy momenty M, todel
uzdavinys sprendziamas iteraciniu budu (3.12 pav.). (3.25)«3.30) uzdavinio
nezinomieji yra ribiniai lenkimo momentai M|, ir plastiniai daugikliai 4. Mode-
lj sudaro (3.26), (3.27) stiprumo (prisitaikomumo) salygos, (3.28) matematinio
programavimo grieztumo salygos kartu su nauja plastiniy daugikliy ribojimo

salyga 4; .. =0, (3.29) konstrukciniai apribojimai ir (3.30) poslinkiy ribojimai.
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Pradiniai duomenys: geometrija,
0
MO» Finfv Fsup» Uinf » usupv E’fy
|

v

Skerspjuvio rodikliy

Naujy lenkimo
momenty
nustatymas
Mg

3.12 pav. Uzdavinio sprendimo algoritmas
Fig. 3.12. Flowchart of the proposed algorithm

" |nustatymas f, Iy, Ay, Wy i

v

Klupumo koeficienty y
skaiCiavimas ir matricy
II, ,, @ .. sudarymas

i,st> ~icr

v

Infliventiniy matricy
a, B, H, G sudarymas ir
tampriy jrazy bei poslinkiy S.;,
u,;skaiciavimas

v

UZzdavinio (3.25)—(3.30)
sprendimas

v

'+ Sprendinys ‘n’: A", M{

Optimalus sprendinys A= M; = M@

1 skaitinis eksperimentas

Nagriné¢jamas nesudétingo portalinio rémo (3.13 pav.) ribiniy momenty M,
pasiskirstymo optimizavimo uzdavinys. Rémas veikiamas dviejy fiksuoty (ne-

kintanciy) ir dviejy kintamy nurodytoje srityje apkrovy F ir F,. Skai¢iuojamo-
sioms apkrovy reikSméms naudojamas y; = 1,3 dalinis koeficientas. Rémas su-
konstruotas i§ dviejy skirtingy kvadratiniy tusc¢iaviduriy skerspjuviy (SHS 140),
apraSomy ribiniais momentais M;; ir My,. Plieno tamprumo modulis
E =210 GPa, takumo jtempis — f, = 235 MPa.
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3.13 pav. Rémo geometrija ir apkrovimo sritis
Fig. 3.13. Frame geometry and loading locus

Rémo diskretizacijai naudojami pusiausvyrieji lenkiamieji ir tempiamieji-
gniuzdomieji baigtiniai elementai (3.14 pav.). Toliau pateikiamos elemento pir-
mojo laipsnio vidiniy jégy interpoliavimo funkcijos, elemento pasidavumo mat-
rica D, ir elemento pusiausvyros lygtys (Kalanta ez al. 2009).

2
My (x)= Zlij ()M :(l_iijl +iMk2> Ni(x) =N

J=
Py [ o 0 -1]
P /1, =11 0
k2 " M, 2 0
P 1 0 0 A
P = = | My | = ApSyes Dy =——|1 20
Py 0 0 -1 N 6Ll 0 0 6L /A
k kA
Ps| |-V, 1/, 0
| Fee ] L0 -1 |
Pkl 1 2 Pk4
Pi Po Py Prs

3.14 pav. Ploks¢ios réminés konstrukcijos baigtinis elementas
Fig. 3.14 Finite element of a plane frame
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Siekiant pademonstruoti disertacijoje pateikty patobulinimy jtaka optimiza-
vimo uzdaviniams, rémas optimizuojamas pagal keturis skirtingus modelius.
Visy modeliy tikslo funkcija tokia pati — nustatyti optimaly ribiniy momenty
pasiskirstyma, kuris atitikty kriterijy min > L, M, (Cia L, yra elementy ilgiai).

k

Visi uzdaviniai turi momenty neneigiamumo salygas My, >0, ke K (ki-
taip sakant, maZiausiasis leidziamas skerspjuvis turi turéti neneigiama ribinj len-
kimo momentg). Keic¢iant kitas (3.25)+3.30) uzdavinio salygas, gaunami keturi
skirtingi atvejai:

A. Cikliné plastiskoji suirtis. Klasikinis ribinés pusiausvyros optimiza-
vimo uzdavinys su pusiausvyros ir stiprumo sglygomis:
AS,. =0,

9 =S0—fj(Sr +sej(s0))zo, V.
Stiprumo salygos Siame ir visuose kituose uzdaviniuose formuluoja-
mos pagal eurokodo reikalavimus (formulé (2.83) 2.5.2 skyriuje).

B. Prisitaikomumas su poslinkiy ribojimais. Sis uzdavinys performu-
luojamas tai, kad sprendinys pasiekty konstrukcijos prisitaikyma (ne
plastiskaja suirtj). Uzdavinio apribojimus sudaro (3.26) stiprumo saly-
gos, atitinkamos (3.28) grieztumo salygos ir (3.30) poslinkiy ribojimai.
Ribojamas vertikalus rémo poslinkis ir sijos vidurio jlinkis #; < 0,10 m
iru, <0,05 m (3.15 pav.).

C. Prisitaikomumas su poslinkiy ir stabilumo ribojimais. Sio uzdavi-
nio apribojimai tokie patys kaip B atvejo, tik papildomai uzraSomos
eurodoko stabilumo salygos. Taigi ¢ia nagringjamas (3.25)—3.30) mo-

delis be papildomos plastiniy daugikliy salygos 4; .. =0.

J.Ccr
D. Prisitaikomumas su poslinkiy, stabilumo ribojimais ir papildoma
plastiniy daugikliy ribojimo salyga. Siuo atveju tai visas (3.25)~(3.30)
matematinis modelis.

Visi uzdaviniai yra iSspresti naudojant MATLAB matematinj programinj
paketa. Rezultaty santrauka pateikiama 3.7 lenteléje. Rémo modeliai su plastiniy
deformacijy atsiradimo vietomis, vaizduojami 3.15 paveiksle. Paveiksle parody-
ta, kad uzdavinio C atveju, klupdymo plastinés deformacijos atsirado desiniojoje
kolonoje (tame pjuvyje buvo aktyvi (3.27) salyga), taigi toks rémas turéty su-
griiiti dél stabilumo praradimo, nors atsiranda tik vienas plastinis lankstas. Si
problema pasalinama D uzdavinio modelyje, kuriame jraSyta papildoma plasti-
niy daugikliy salyga.
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3.7 lentelé. Optimizavimo uzdaviniy sprendimo rezultatai

Table 3.7. The calculated results for the optimization problems

Tikslo Ribinis Ribinis
Optimizavimo funkcijos lenkimo lenkimo Storis #;, | Storis #,,
uzdavinys reikSmé, momentas momentas mm mm
KN-m? Mo, KN'm | Mg, kKN-m
A 684,71 30,54 60,52 4,80 10,58
B 748,69 38,09 52,11 6,13 8,81
C 807,29 42,28 52,56 6,90 8,91
D 829,82 46,77 44,10 7,76 7,25

I§ skai¢iavimo rezultaty akivaizdu, kad uzdavinio tikslo funkcija didéja su
kiekvienu paskesniu uzdaviniu. Taip yra dél to, kad su kiekvienu uzdaviniu pa-
didéja taikomy apribojimy sritis ir dél to traukiasi leidziamoji sprendiniy sritis.
Gautos plastiniy lanksty atsiradimo vietos atrodo atsitiktinés, taciau jos priklauso
nuo kiekvieno uzdavinio salygy ir néra susietos su kitais uzdaviniais. Vienas
svarbiausiy Sio palyginimo rezultaty yra gauti elementy sieneliy storiai (i$ anksto
pasirinkus skerspjuvio aukstj). Kolonos skerspjiivio sienelé () padidéja jvedus
poslinkiy ribojimus ir dar labiau — pridéjus ir klupumo salygas. Galiausiai, pas-
kutiniame D modelyje gaunama, kad sijos ir kolonos elementai turi biiti beveik
tokio paties storio, o tai stipriai skiriasi nuo A uzdavinyje gauto ciklinés suirties
sprendinio. Modelyje D taip pat randamas lankstas kolonoje, ta¢iau jis nulemtas

(3.26) stiprumo salygos, o ne stabilumo, todél nepazeidzia apribojimo 4 o = 0.

Reikia paminéti, kad atsirades lankstas gali padaryti jtaka kolonos klupdomajam
atspariui (keisdamas skai¢iuojamajj ilgj) ir tai reikéty jvertinti perskaiciuojant
stabilumo salygas, taciau Siame tyrime j tai nebuvo atsizvelgta.

51 Uy

Modelis A Modelis B Modelis C Modelis D

Stabilumo
praradimas

T.f. = 684,71

T.f. =748,69 T.f.=807,29 T.f. = 829,82

3.15 pav. Optimalaus sprendinio plastinés deformacijos ir tikslo funkcijos reikmés (T.f.)
Fig. 3.15. Plastic hinges at the optimal state and the values of the objective function
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2 skaitinis eksperimentas

Nagrinéjamas trijy auksty plokscias rémas (3.16 pav.), veikiamas keturiy fiksuo-
ty ir dviejy kintamyjy apkrovy F ir F5, galinéiy nepriklausomai kisti nurodytoje
srityje (matavimo vienetai kN). Skai¢iuojamosioms apkrovy reikSméms naudo-
jamas y; = 1,3 dalinis koeficientas. Reikia surasti optimaly ribiniy lenkimo mo-
menty pasiskirstymg ir atitinkamas elementy skerspjivio charakteristikas pagal
(3.25)—3.30) modelj. Rémo elementai suskirstyti j keturias grupes s,—s;. Visi
skerspjuviai yra kvadratiniai tus¢iaviduriai (SHS). Plieno tamprumo modulis yra
E =210 GPa, takumo jtempis — f, = 235 MPa. Minimalios galimos ribiniy mo-
menty reikSmeés M i, visiems elementams parenkamos nulinés.

Palyginimui kaip veikia disertacijoje sitilomi optimizavimo patobulinimai,
nagrinéjami du uzdaviniy modeliai: C ir D (nuodugniau aprasyti ankstesniame
pavyzdyje). Modelis C neturi papildomy saglygy plastiniams daugikliams (jame
taikoma salyga 4; .. 20), o modelis D apima visg modelj (3.25)—(3.30) (jame

J.cr

taikoma salyga 4; .. =0). Skai¢iavimy rezultatai pateikti 3.8 lentel¢je. Plastinés

rémo deformacijos abiem optimizavimo atvejais parodytos 3.16 paveiksle. Gau-
tos tokios uzdaviniy tikslo funkcijos: 9515,2 kN-m? taikant modelj C ir 10112,7
kN-m” taikant modelj D.

Papildomos plastiniy daugikliy salygos (4 i

or =0) D uzdavinyje neleido

susidaryti plastiniams lankstams dél klupumo salygy tenkinimo, kaip tai atsitiko
uzdavinyje C. Todél gauti skirtingi liekamyjy jrazy ir poslinkiy pasiskirstymai
konstrukcijoje.

3.8 lentelé. Minimizavimo uzdaviniy skai¢iavimo rezultatai
Table 3.8. The calculated results for the minimization problems

Optimalus ribinis lenkimo momentas M, kKN-m
Elem.
Modelis 51 52 53 54
C 150,15 173,46 150,83 212,33
D 187,13 192,82 183,89 185,92
Optimalus skerspjtivio sienutés storis # (mm), kai skerspjiivio krastiné¢ 250 mm
C 7,31 8,55 7,35 10,70
D 9,30 9,61 9,12 9,23
Didziausi suminiai poslinkiai #; =u,; + Upj i max » M
Modqore—Riba) -, <040 1, < 0,030 s < 0,030 1y < 0,030
C 0,37 0,030 0,030 0,025
D 0,31 0,020 0,030 0,023
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3.16 pav. Rémo geometrija ir apkrovimas. Prisitaikomumo biivio plastiniai lankstai
Fig. 3.16. Frame geometry and loading. Plastic hinges in the shakedown state

Taip pat skiriasi ir gauti skerspjiivio storiai (3.8 lentelé). Pirmy trijy elemen-
ty grupiy skerspjiiviai didesni D uzdavinyje, o ketvirtosios grupés — mazesni.
Poslinkiy ribojimai abiem optimizavimo atvejams tokie patys, taciau rezultatai
Siek tiek skiriasi: antruoju atveju poslinkiai uy, u3 ir #4 yra maZesni, nei pirmuoju
(3.8 lentelé). Taigi dél suvarzyty plastiniy deformacijy atsiradimo galimybiy
taikant modelj D suprojektuota standesné konstrukcija.

3.6. Treciojo skyriaus iSvados

1. Skaitiniai santvary optimizavimo rezultatai parodé, kad taikant auto-
riaus pasitlytas papildomas klupumo deformacijy salygas gaunamas
kiek didesnis konstrukcijos tiiris (atitinkamai 2,0% ir 7,8% pirmaja-
me ir antrajame eksperimentuose). Tokia atsarga leidzia iSvengti
klaidy, vertinant klupdomuyjy elementy elgsena ir galimos konstruk-
cijos suirties dél elementy nestabilumo.

2. Rémo optimizavimo uzdavinio rezultatai parodé, kad tikrasis prisi-
taikiusios konstrukcijos projektas labai skiriasi nuo paprastosios cik-
linés suirties (21,2% tikslo funkcijos skirtumas tarp modeliy A ir D
pirmajame eksperimentuose). Autoriaus pasitilytos papildomos plas-
tiniy daugikliy salygos uzdavinio tikslo funkcija padidina nedaug
(2,7% ir 2,9% atitinkamai pirmajame ir antrajame rémo optimizavimo
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eksperimente). Kaip ir santvaros atveju, tokia atsarga leidzia korek-
tiskiau jvertinti klupdomyjy elementy tampriaja plasting elgsena.

3. Autoriaus iSplétotas inkrementinis-iteratyvinis prisitaikan¢ios konst-
rukcijos optimizavimo uzdavinys leidzia sekti liekamyjy poslinkiy
kitimg prisitaikomumo procese. Skaitiniais rezultatais pademonstuota
kaip, taikant tokia metodika, sékmingai nustatomi neleistini liekamy-
ju poslinkiy riby pazeidimai konstrukcijos prisitaikumomo procese.

4. Tiesioginio tikimybinio santvaros optimizavimo eksperimentas paro-
dé, kaip, turint pakankamai duomeny apie atsitiktiniy dydziy pasi-
skirstyma, galima projektuoti optimalias norimo patikimumo konst-
rukcijas.






Konstrukcijy optimizavimas
naudojant netiesinj takumo kriterijy

Ketvirtajame skyriuje nagriné¢jamos konstrukcijos, kurioms jprastai taikomas
netiesinis takumo kriterijus — lenkiamosios plokstés. Lenkiamyjy ploksciy prisi-
taikomumas Cia taip pat suprantamas, kaip buvis iki suirties, t. y. su ribotomis
plastinémis deformacijomis gautomis ribojant konstrukcijos poslinkius.

Skyrius padalytas j tris pagrindines dalis. Pirmojoje pateikiama apvaliy ir
ziediniy simetriniy ploks¢iy diskretizacija ir taikomy elementy charakteristikos.
Itempiy ir deformacijy buivis apraSomas lokaliosiose polinése koordinatése. Ant-
roji skyriaus dalis skirta plokséiy skaitiniams optimizavimo uzdaviniams taikant
klasikinj von Mizeso takumo kriterijy. Pateikiamas skaitinis plokstés ribiniy len-
kimo momenty optimizavimo skaitinis eksperimentas. Trecioji skyriaus dalis
skirta specifinés, integralinés takumo salygos pritaikymui plokstés analizés ir
optimizavimo uzdaviniuose. Parodoma, kaip prisitaikomumo uzdaviniuose ga-
lima taikyti integralinge von Mizeso takumo salyga ir tokiu biidu sumazinti opti-
mizavimo uzdavinio netiesiniy apribojimy skai¢iy. Dviem skaitiniais eksperi-
mentais demonstruojami metodo privalumai ir trikumai, kuriems pasitlytas
sprendimo budas. Skyrius baigiamas iSvadomis. Disertacijos autorius yra pa-
skelbes dvi publikacijas skirtas plokséiy optimizavimo uzdaviniams nagrinéti:
(Blazevicius et al. 2014; BlaZevicius, Atko¢itnas 2015).

91
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4.1. Apvalios simetrinés plokstés diskretizacija

Ploks¢iy diskretizacijai taikomas pusiausviryjy baigtiniy elementy modelis. Pir-
miausia aptariamas tampriyjy jrazy ir poslinkiy skai¢iavimas (Kalanta 1995).
Diskretinis apvalios simetrinés plokstés modelis sudaromas i§ Ziedus atitinkan-
¢iy tiesiniy elementy, turin¢iy po tris skai¢iuojamuosius mazgus (4.1 pav.). Pa-
veiksle parodytos teigiamos veikianéiy jrazy kryptys. Polinés koordinaciy siste-
mos pradzia pasirinkus plokstés simetrijos asj, pakanka nagrinéti tik vieng
plokstés spindulj, nes jrazos ir poslinkiai nepriklauso nuo kampinés koordinatés.

O, +dO, M, +dM,

4.1 pav. Apvalios simetrinés plok3tés baigtinis elementas ir jo teigiamos jrazy kryptys.
Rysys tarp lokaliujy ir globaliyjy koordinaciy
Fig. 4.1. Finite element of a circular symmetric plate and its positive internal forces.
Relation between global and local coordinates

Tokios plokstés jtempiy buvis iSreiSkiamas lenkimo momenty vektoriumi

T
Mz[Ml M, .. Méu] , {=sxv, Cia s — baigtiniy elementy skaicius
(k=1,2, .5, ke K), ov yra kiekvieno elemento mazgy skaiCius. Taigi i$
viso yra ¢ skaiCiuojamyjy mazgy: i=1, 2, ..., &, i€ . Simetrinéje plokstéje
pakanka nagrinéti du, nuo spindulio p koordinatés priklausancius lenkimo mo-

mentus (radialinj My , (p) ir tangentinj M; ¢ (p) ). Bet kuriame elemento &

taske lenkimo momentai M, ( ,0) iSreiSkiami mazginiais momentais M, :

My p (»)

Mk(P){
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Cia H k ( ,0) yra jrazy aproksimacijos matrica.

Elemento mazginiy lenkimo momeny vektorius turi SeSis komponentus:
T o
Mk = |:Mp,k,1 M@,k,l Mp,k,z MH,/C,Z Mp,k,3 M92k33:| R aproksnnacuos

matrica H ( ,0) globaliosiose koordinatése uzrasoma taip:

4 0 4 0 4 0
! 2 2} (4.2)

H"(p){o 4 0 4 0 4]

¢ia koeficientai yra:

4 = (p=p2)(P+p-2p)) 4 ~(p-p)(P+p-2p,)

P ) 2 2 )
2(p - p2) 2(p - p2)
L _(p=p)(p=p2)
3™ 2 :
2(p - 1)
Rysys tarp globaliyjy p; ir lokaliyjy &, koordinaciy (4.1 pav.) iSreiskia-
mas taip:
Pk~ Pk.2
k=T Pk (&)= P2 +Ek i = Preo+éi ‘(Pk,z _p/c,l)> (4.3)
k

Cia py o — antrojo (viduriniojo) elemento mazgo koordinate; b, — pusé elemento

plo¢io. Lokaliy koordina¢iy lenkimo momenty aproksimacijos matrica gaunama
keiciant minétgsias koordinates:

N (& +&)

N | —

Hy (&)= %(glg_fk) I

(&) (&+a)|

“4.4)

|
2
]1—§k

1
2

l\.)|>—*

Tuomet mazginés elemento jrazos bet kuriame lokaliame taske & yra
M (§)=[Hi(6)] My

Jeigu konstrukcijos laisvumo laipsnis yra m, tuomet globaliyjy poslinkiy ir

iSoriniy apkrovy vektoriai yra atitinkamai u:[ul uy .. um]T
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F :[Fl oo Fm]T. Galiausiai, jvertinus krastines salygas, gaunamos sis-
temos pusiausvyros lygtys:

AM=F arba Y AM; =F, 4.5)
k

¢ia A(m X n) — pusiausvyros matrica.

Konstrukcijos deformacijy buvis iSreiskiamas mazginiais poslinkiais u ir

T
elementy deformacijomis 0=[t91 Oy .. Héw] : 0=DM . Tuomet diskreti-

nés konstrukcijos geometrinés lygtys uzrasomos taip:
ATu-pM =0, (4.6)

¢ia D= diag[Dk] (nxn) yra kvazidiagonalioji elementy pasidavumo matrica.

Atskiro elemento k pasidavumo matrica iSreiskiama formule:

D, = [Hy(o)] 4 [H(p) ], = T 2m0[ ()] di [ Hi(p) dp. (A7)
Ak Py

¢ia d;, —be galo maZo elemento pasidavumas:

S N B 'S S 0/
k . (1 2\| v 1 > g 7\ "
k —Vk k 12 l_Vk

Pakeitus  globaligsias  koordinates lokaliosiomis: p(§) =py, +<-by,
P'(£)=by, (4.7) israiska galima perrasyti:

D, =27rbk_}1[Hk ] dc[H (£)] (02 +€-b) dE. (4.8)

Tamprieji lenkimo momentai M, ¢j ir poslinkiai u,; skaiCiuojami naudojant
infliventines matricas a irf: M, =oF;, u,;=pF;, jeJ. Cia matricos i-

reiSkiamos taip pat kaip ir strypinéms konstrukcijoms:

ﬂ=(AIC4T)_1,a:Ic4Tﬂ,K=D_1. (4.9)
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Prisitaikomumo biivio liekamieji lenkimo momentai M,. yra sau pusiausvy-
rieji:
AM, =0. (4.10)

Kinematiskai leidZiami liekamieji poslinkiai &, turi tenkinti geometrines lygtis:

A'u,=0,.0,=DM, +0,. (4.11)

T
Cia 0, :[ﬂpl 0, .. Hng — plastiniy deformacijy vektorius. Liekamosios

deformacijos ir liekamieji poslinkiai, kaip ir strypinéms konstrukcijoms, prisitai-
komumo biivyje gali biiti nevieninteliai: jie priklauso nuo apkrovimo istorijos
F(?), taciau gali buti nustatytos jy kitimo ribos (Atkociunas et al. 2004).

4.2. Plokstés optimizavimas taikant von Mizeso
takumo kriterijy

Prisitaikancios plokstés optimalaus ribiniy lenkimo momenty pasiskirstymo nu-
statymo uzdavinys formuluojamas taip:

min o7 (M), (4.12)
kai

AM. =0, (4.13)

2 T
0; = (Mo)" —I'(M,+My; ) I(M,+Mg)=0, (#4149
B.S,=B,0,. (4.15)

T T
0,=2501" (M, +M,; )" 2, (4.16)
J

Mg =0, 420, (4.17)
My min < My < M 1y » (4.18)
Wi <, {(A(l)T) (D(I)M 0(1))} Uy - (4.19)

M,=0F;, u,;=pF;, jeJ. (4.20)
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Uzdavinio nezinomieji yra M, M,, 4 ;. Plastiniy deformacijy vektoriaus
T T
0, struktira yra tokia: 6, = [0}1) 0}2)} = [ 0,00, ... 01?”} . Laikoma, kad
ribinis lenkimo momentas M, yra pastovus visame baigtiniame elemente.

Skaitinis eksperimentas
Nagrinéjama lankstais iSoriniu konttiru paremta ploksté, kurios spindulys yra
R=0,9m (4.2 pav.). Ploksté yra apkrauta tolygiai ir simetriskai i$skirstyta ap-

krova, kuri gali kisti intervale —95 kN/m? < q(t)<100 kN/m? ir pastoviu toly-
giai i$skirstytu lenkimo momentu M =36,25 kN iSoriniame plokstés kontire.
Medziagos tamprumo modulis £ =210 GPa , takumo jtempis — 0, = 210 MPa,
Puasono koeficientas — v =1/3 pradinis plokstés storis — 7=0,03 m. Reikia
rasti optimalius plokstés elementy ribinius momentus MO,k , k=1,2,...,6 taikant
(4.12)~(4.20) matematinj modelj. Sie momentai nulemia reikiama plokstés storj :
My, =0, t;% / 4. Ribojamas plokstés vidurio taSko vertikalus poslinkis

0,03 M <y g+, 0,03 m

PR

M q(0) A
ORI 2 0. 0.6
b maaananes

| R _RI6 RI6, RI6, RI6, RI6 RI6,

4.2 pav. Plokstés diskretinis modelis ir apkrovimas
Fig. 4.2. Loading and discrete model of the circular plate

Plokstés skaitinei diskretizacijai pritaikyta programa SM3, kuri suformuoja
pusiausvyros lygciy koeficienty matricg (Karkauskas et al. 1995), o optimizavi-
mo uzdavinys iSsprestas naudojant programinj paketa Matlab. Optimizavimo
iteracijy rezultatai pateikti 4.1 lenteléje. Paskutinéje eilutéje jrasyti optimalls
elementy storiai. Optimalus sprendinys pasiekiamas, kai matoma sprendiniy
konvergencija ir gretimi sprendiniai jgyja labai artimas (norimu tikslumu)
reikSmes (4.3 pav.).
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[ 117,791

L'M,=117,711 kNm

2
PPN \
¢ ®

v

L 4

p
L 4

Tikslo funkcija

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Iteracijos

4.3 pav. Tikslo funkcijos konvergavimas optimalaus sprendinio link
Fig. 4.3. The convergence of the objective function

4.1 lentelé. Ribiniy lenkimo momenty reik§més optimizavimo iteracijose ir

optimaliis elementy storiai
Table 4.1. Values of the limiting bending moments within iterations and

optimal elements‘ thickness

Iteracija MO’1 , kN Mo,z , kN M0,3 , kN M0,4 kN Mo,s kN M0,6 , kN
1 52,402 52,395 51,178 48,930 45,134 40,829
2 53,134 53,222 52,391 49,681 44,831 39,871
3 53,623 53,779 52,189 49,462 45,562 39.473
10 52,410 52,414 52,444 50,041 45,810 39,166
11 52,411 52,415 52,445 50,038 45,810 39,166
12 52,411 52,415 52,445 50,038 45,810 39,166
t, mm 31,6 31,6 31,6 30,9 29.5 27,3

Atliktas skaitinis eksperimentas parodé, kad liekamyjy deformacijy darnos
lyg¢iy panaudojimas leidzia efektyviai spresti prisitaikanéios plokstés optimiza-
vimo uzdavinius, esant netiesinéms von Mizeso takumo salygoms. Siame posky-
ryje pritaikyta metodika jgalina mazinti kintamyjy skaiciy ir uztikrina sékmingg
realiy parametry plokstés optimizavimo proceso konvergavima. Toliau plétoja-
ma metodika galéty buti pritaikyta praktiniam lenkiamy ploks¢iy uzdaviniy
sprendimui jvertinant saugos ir tinkamumo ribinius biivius.
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4.3. Plokstés optimizavimas taikant integralinj
von Mizeso takumo kriterijy

Takumo salygos tikrinamos kiekviename taske i e I, kiekvienai apkrovos kom-
binacijai (apkrovimo srities vir§iinei) jeJ :

¢ij:M0i_fij(Mr[+M

ei,j

) >0, 4.21)
Visai konstrukcijai takumo salygos uzraSomos matricine forma:
p;=My—f;(M,+M,;)>0. jeJ. (4.22)

Von Mizeso takumo kriterijus apvalios simetrinés plokstés taskui (pjuviui)
matricine forma gali biiti uzrasytas taip:

1 1-05
Ml (1 (p)] 1 [Hy (p) My <(My ) . ia 1T, = {;53-@-*--7} . (423)

Integruojant abi (4.23) nelygybés puses viso elemento ilgyje L, =2b;,

gaunama integraliné takumo salyga (gali biiti vadinama vidurkio takumo saly-
ga):

Ml{{ EAGIR AR (P)}dAk}Mk =

Ly

Mm! {pf [H,(p)] m,[H, (p)}dp}Mk < L (Mog). @24

Pakeiciant globaligsias koordinates lokaliosiomis, gaunama:

M[ {%_}I[Hk(.f)]T m,[H(£)] dé }Mk < (Mo,k)z. (4.25)

1
Cia patogu jvesti pazyméjima @ =% | [Hk (f)}T m, [Hk (f)] dé& , kuris vadi-
0

namas integraline takumo matrica.
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2
Tokiu atveju (4.25) salyga tampa M,{ DPM, < (Mo,k) , kurioje:

2 0 =11 1 }-0,5!-0510,25]
-1 2 =05/ 1 1025 -05
11 i-050 8 | -4 1 |-05
T B R I B B W B (4.26)
051025 1 [-05| 2 | -1

0,250,505} 1 -1 2

(4.26) matrica pirmg karta buvo idvesta Cyro ir Kalantos (Cyras, Kalanta,
1977), bet, autoriaus ziniomis, niekada nebuvo pritaikyta prisitaikomumo uzda-
viniams. Tokia matrica sumazina takumo salygy skaiCiy: vietoj trijy taskiniy
salygy elementui uzragoma tik viena integraliné salyga (Kacianauskas, Cyras
1988; Nguyen Dang Hung, Konig 1976). Tokiu biidu sumazéja matematinio
programavimo uzdavinys, o tai aktualu optimizuojant realias konstrukcijas, vei-
kiamas daugelio kintamyjy apkrovy.

1 skaitinis eksperimentas
Nagrinéjama lanksciai paremta, 0,9 m spindulio ziediné ploksté (4.4 pav.).
Ploksté veikiama simetrinés, tolygiai iSskirstytos apkrovos, galinéios Kkisti

~75 kN/m? < q(t) <150 kN/m? intervale. MedZziagos tamprumo modulis yra
E =210 GPa, takumo jtempis — o,= 210 MPa, Puasono koeficientas —
V= 1/3, pradinis elementy storis — 7, =0,02m, k=1, 2,...,6. Reikia rasti op-

timalius ribinius lenkimo momentus pagal (4.12)~(4.20) uzdavinj. Siuo atveju
plokstés jlinkiai néra ribojami, taigi gaunamas ciklinis plastinés suirties uzdavi-
nio matematinis modelis. Siekiant palyginti integraliniy takumo salygy itaka
uzdavinys sprendziamas du kartus: su (4.14) taskinémis takumo sglygomis ir su
(4.25) integralinémis salygomis. I§ gauty lenkimo momenty galima suskaiéiuoti

plokstes elementy storius, nes M ; = O'yl‘]% / 4. Optimizavimo rezultatai pateikti

4.2 lenteléje.

q(1)
H+HHHHHHHL,%{._.-®.®-@.@.@-@

, R=09 L 0,15, 6% 0,125 |

4.4 pav. Ziedinés plokstés diskretinis modelis
Fig. 4.4. Discrete model of the annular plate
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4.2 lentelé. Ziedinés plokstés optimizavimo rezultatai
Table 4.2. Optimisation results of the annular plate

Tikslo S . M
Mizeso funkcija Ribiniai lenkimo momentai Mz , kN Laikas
takumo M s ’
sbyga | O Moy | Moy | Moz | Moy | Mos | Mo
m

Integralioji 39,450 46,979 | 25,346 | 21,675 | 16,960 | 11,152 | 4,486 1,95
Taskiné 41,358 48,510 | 23,176 | 21,093 | 17,326 | 12,526 | 6,769 2,85

Optimizavimo uzdavinys sprendziamas iteracijomis, nes tamprus sprendi-
nys, naudojamas apribojimuose, priklauso nuo nezinomyjy plokstés elementy
storiy. Taciau toks uzdavinys konverguoja gana greitai — autoriaus patirtis rodo,
kad uztenka penkiy iteracijy pakankamo tikslumo konvergencijai pasiekti. Rea-
lus laikas, kurio reikia vidutiniam asmeniniam kompiuteriui i§spresti 5 uzdavinio
iteracijoms, pateiktas paskutinéje 4.2 lentelés grafoje. Kaip matoma i$ rezultaty,
uzdavinys su integraline takumo salyga issprestas 32 % grei¢iau. Sio uzdavinio
tikslo funkcijos reiksmé Siek tiek mazesné (4,6 %), nei uzdavinio su taskinémis
salygomis, taCiau gautas lenkimo momenty pasiskirstymas abiem atvejais
labai  panasus. 4.5 paveiksle pateikti detalis lenkimo momenty
M50 =M, 4150 + M, rezultatai. Taigi, Siuo konkreciu pavyzdZiu, integrali-
nés takumo salygos taikymas atrodo labai pagrijstas, nes gerokai sumazina skai-
¢iavimy laika, o rezultaty tikslumas visiskai pakankamas.

O
w
O 60 @ 0 O O
S
~
[ —
3 =
— > o))
=~ - §
NS N N
¥ -
A S
S
— o
N

=
748,49

51,63 ’
42,’67\ 3 40,29

28,90

== Taskin¢ takumo salyga

Integraliné takumo salyga

4.5 pav. Ziedinés plokstés lenkimo momenty diagramos (kN)
Fig. 4.5. Bending moment diagrams (kN) of the annular plate
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2 skaitinis eksperimentas
Nagrinéjama iSoriniu kontiiru lankstais paremta apvali simetriné ploksté. Ploksté
veikiama simetrinés, tolygiai iSskirstytos apkrovos, galinios Kkisti

~95 kN/m? < q(t) <100 kN/m? intervale ir koncentruoto momento iSoriniame
kontiire, kintandio 0<M(r)<36,25kN/m intervale (4.6 pav.). Medziagos
tamprumo modulis yra E =210 GPa , takumo jtempis — 0, = 210 MPa , Puaso-
no koeficientas — v =1/3, pradinis elementy storis — 4 =002m, £=1,2,....6.

Reikia rasti optimalius ribinius lenkimo momentus pagal (4.12)—(4.20) uz-
davinj, be poslinkiy ribojimy (4.19). Palyginimui sprendziami trys optimizavimo
uzdaviniai:

o taikant taskines von Mizeso takumo salygas,

o taikant integralines takumo sglygas,
e su kombinuotomis takumo salygomis (taskinémis tik plokstés viduryje).

0+36.25 kNm —95 + 100 kN/m

,
gHHHHHHHHHH%@ 2. 0 ® 6

| R=09 , 6% 015 ,

4.6 pav. Apvalios plokstés diskretinis modelis
Fig. 4.6. Discrete model of the circular plate

Kadangi nagrinéjamas tik plokstés spindulys (jo pakanka, nes ploksté simet-
riné), atsiranda sunkumy jvertinti plokstés centro simetrijos salygas. Todél, ra-
Sant takumo salyga visam pirmajam elementui, gaunamas ne visai korektiskas
momenty pasiskirstymas (4.7 pav.).

Detaliau nagrinéjant optimizavimo rezultatus (4.3 lentelé), galima daryti is-
vada, kad, taikant integraligja takumo salyga, gaunama beveik identiska tikslo
funkcijos reiksmé (0,8 % mazesné). Pritaikius kombinuotgsias salygas, tikslo
funkcija visiskai priartéja prie gaunamos taskiniy sglygy atveju (0,2 % maZesné
uz taskiniy).
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4.3 lentelé. Apvalios plokstés optimizavimo rezultatai
Table 4.3. Optimisation results of the circular plate

Tikslo S . .
Mizeso funkcija Ribiniai lenkimo momentai M , kN .
Laikas,
takumo 'n s
salyga 0>
e KNm? Moy | Mo | Moy | Moy | Mys | Mg

Integralioji 116,538 51,32 | 54,03 | 51,99 | 48.83 | 44,59 | 39,28 7,66
Taskine 117,517 51,01 | 51,01 | 51,05 | 49,32 | 45,54 | 40,74 6,54
Kombinuota | 116,798 53,99 | 54,05 | 52,03 | 48,87 | 44,62 | 3931 7,93

L0 .60 @ O O
7 A
i
= |
OO“ oy -
a = P !
aa 2 & ~ S & !
P\l s .2 & 3 !
[ - A % |
3§ S i
= Pois = - \/ !
Tod o8 " =
D o |
Vg) = .

g 3 ! o
= I =#= Ta3kin¢ takumo salyga

i

==0= [ntegralin¢ takumo salyga

Kombinuotos takumo salygos

4.7 pav. Plokstés lenkimo momenty diagramos, kN
Fig. 4.7. Bending moment diagrams of the plate in kN

Disertacijos autorius sitilo taskuose kuriuose yra jtempiy koncentracija ar
sudétingos krastinés salygos (taip pat ir simetrijos salygos) taikyti taskines ta-
kumo sglygas, o esant tolydZiajam jtempiy biiviui — integralines. Kadangi tamp-
rieji lenkimo momentai bet kuriuo atveju skaiciuojami trims elemento taskams,
toks dvejopas takumo salygy uzraSymas neapsunkina matematinio programavi-
mo uzdavinio. Kita vertus, tai leidzia sumazinti netiesiniy takumo salygy skaiciy
uzdavinyje ir taip supaprastini sprendimg. Kaip rodo rezultatai (4.7 pav.), kom-
binuotos takumo salygos uztikrina pakankama rezultaty tiksluma.



4. KONSTRUKCIJU OPTIMIZAVIMAS NAUDOJANT NETIESIN] TAKUMO KRITERIJU 103

4.4. Ketvirtojo skyriaus iSvados

1. Integralinés takumo salygos pagrjstai taikomos tampriyjy plastiniy
konstrukcijy skai¢iavime baigtiniy elementy metodu (Sio metodo pa-
sidavumo ir takumo matricos taip pat gaunamos integravimo budu).
Skaitiniai rezultatai parodé, kad integralinés takumo salygos naudoti-
nos uzdaviniams su tolydziais vidiniy jégy pasiskirstymo laukais.

2. ISnagrinéti skaitiniai eksperimentai parodé, kad taikant integraline
takumo salyga gaunama kiek mazesné plokstés optimizavimo tikslo
funkcijos reiksmé — 4,6% ir 0,8% atitinkamai pirmajame ir antrajame
uzdaviniuose. Pritaikius autoriaus siiilomas kombinuotgsias takumo
salygas, tikslo funkcijos reik§mé tampa tik 0,2% mazesné uz taskiniy
salygy atvejj (antrasis eksperimentas). Tai reiskia, kad toks pats re-
zultatas pasiekiemas su maziau netiesiniy takumo salygy, o tai pa-
lengvina matemating programavimo uzdavinio realizacija.

3. Skaitiniai rezultatai parodé, kad pusiausviryjy baigtiniy elementy
formuluoté leidzia taikyti salygiskai reta elementy tinkla, taciau, tais
atvejais, kai naudojamos integralinés takumo salygos, specifinése
konstrukcijos vietose reikéty didinti Sio tinklo tankuma.

4. Konstrukcijos vietose, kur yra jtempiy koncentracijos ar sudétingos
krastinés salygos, rekomenduojama taikyti kombinuotas takumo sg-
lygas — taskines ties koncetratoriais, integralines — tolydziyjy jtempiy
laukuose.






Bendrosios iSvados

Konstrukceijos ciklinés plastiskosios suirties biiviui naujai jrodytas
Melano ir Koiterio teoremy dualumas. Remiantis matematinio pro-
gramavimo iSvadomis jrodyta, kad nesuirimo atveju galioja klasiki-
nis Koiterio teoremos teiginys.

Irodyta, kad duotoms apkrovy kitimo riboms prisitaikomumo biivis
pasiekiamas, esant vieninteliam liekamuyjy jrazy pasiskirstymui (nau-
ja i8vada Melano teoremai).

Disertacijoje sukurtos teorinés ir praktinés konkreciy statybiniy
konstrukcijy — santvary, rémy, ploks¢iy — optimizavimo prisitaiko-
mumo stadijoje uzdaviniy formuluotés (remiantis ekstreminiais
energiniais principais, baigtiniy elementy metodu ir matematiniu
programavimu). Sukurtieji uzdaviniai gali biti sékmingai taikomi
rengiant ekonomiskesnius, palyginus su jprasta projektavimo prakti-
ka, statybiniy konstrukcijy projektus.

Konstrukcijos optimalumo kriterijus kartu su Oilerio-Lagranzo lygti-
mis sudaro prisitaikan¢ios konstrukcijos optimizavimo uzdavinio ma-
tematinio modelio pagrindg. Kinematiné prisitaikomumo uzdavinio
formuluoté jrodo, kad sudarytasis optimizavimo uzdavinio matemati-
nis modelis galioja holonominiam plastinio deformavimo procesui.

105
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BENDROSIOS ISVADOS

Ypac svarbioms konstrukcijoms bitina papildomai tikrinti tinkamu-
mo ribinio biivio sglygas virSutinéms ir apatinéms liekamyjy poslin-
kiy reikSméms.

Disertacijoje teoriskai ir praktiskai pagrindziama, kad prisitaikancios
konstrukcijos optimizavimo uzdavinyje turi biiti derinami eurokodo
saugos ir tinkamumo ribiniai biiviai, taikant skirtingus dalinius koefi-
cientus poslinkiy ribojimams ir prisitaikomumo sglygoms.

Disertaciniame darbe plastiskai deformuojamy elementy klupumo
apribojimai derinami su matematinio programavimo grieztumo saly-
gomis. Jrodoma, kad grieztumo salygos priestarauja standarty reika-
lavimams ir néra pakankamos norint uztikrinti konstrukcijos prisitai-
komumo bivj. Siai kolizijai spresti, disertacijoje sukurtos
papildomos optimizavimo uzdavinio plastiniy daugikliy ribojimo sa-
lygos ir pateikti tokiy salygy taikymo skaitiniai eksperimentai.

Réminiy konstrukeijy optimizavimo uzdaviniy rezultatai parodé, kad
tikrasis prisitaikiusios konstrukcijos projektas gerokai skiriasi nuo
paprastosios ciklinés plastiskosios suirties (21,2% tikslo funkcijos
skirtumas tarp modeliy A ir D pirmajame eksperimente). Autoriaus
pasitlytos papildomos pastiniy daugikliy salygos uzdavinio tikslo
funkcijos reikSme padidina nedaug (2,7% ir 2,9% atitinkamai pirma-
jame ir antrajame rémo optimizavimo eksperimentuose). Optimizuo-
jant santvaras dél Siy esminiy salygy taip pat gaunamas tik neZymus
optimalios konstrukcijos tiirio padidéjimas (atitinkamai 2,0% ir 7,8%
pirmajame ir antrajame eksperimentuose). Tokia atsarga leidzia is-
vengti galimos konstrukcijos suirties dél klaidingo klupdomyjy ele-
menty elgsenos jvertinimo.

Disertacijoje pateiktais santvaros, rémo ir lenkiamosios plokstés skai-
tiniais optimizavimo eksperimentais pademonstruota, kad prisitai-
komumo teorija taikytina rengiant standartizuotus plieniniy konst-
rukcijy projektus.



Literatiira

Abdel-Karim, M. 2005. Shakedown of complex structures according to various
hardening rules, International Journal of Pressure Vessels and Piping 82(6): 427-458.
DOI: 10.1016/j.ijpvp.2005.01.007.

Aliawdin, P.; Urbanska, K. 2013. Limit analysis of geometrically hardening rod systems
using bilevel programming Modern Building Materials, Structures and Techniques.
DOI: 10.1016/j.proeng.2013.04.014 .

Aliawdin, P. W. 2005. Limit analysis of structures under variable loads. Technoprint,
282 p.

Alyavdin, P. V. 2005. Predelnyy analiz konstruktsiy pri povtornykh nagruzheniyakh
[Limit analysis of structures under repeated loading], Minsk: Tekhnoprint.

Armand, J.-L. 1971. Application of the theory of optimal control of distributed —
parameter system to structural optimization. Stanford University, 154 p.

Armero, F.; Perez-Foguet, A. 2002. On the formulation of closest-point projection
algorithms in elastoplasticity-part I: The variational structure, International Journal for
Numerical Methods in Engineering 53(2): 297-329. DOI: 10.1002/nme.278.

Askari, F.; Arvin, M. R.; Farzaneh O. 2013. Shakedown method versus pseudostatic
method for seismic slope stability, IJCE. 2013; 11 (2) :133-140.

107



108 LITERATURA

Atkociunas, J.; Jarmolajeva, E.; Merkeviciute, D. 2004. Optimal shakedown loading for
circular plates, Structural and Multidisciplinary Optimization 27(3): 178-188.
DOI: 10.1007/s00158-003-0308-5.

Atkocitinas, J. 1999. Mathematical models of optimization problems at shakedown,
Mechanics Research Communications 26(3): 319-326. DOI: 10.1016/S0093-
6413(99)00030-0.

Atkocitinas, J. 2011. Optimal Shakedown Design of Elastic-Plastic Structures, Vilnius,
Lithuania: Vilnius Gediminas Technical University. DOI: 10.3846/1240-S, 300 p.

Atkocitinas, J.; Borkowski, A.; Konig, J. A. 1981. Improved bounds for displacements at
shakedown, Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 28(3): 365-376.
DOI: 10.1016/0045-7825(81)90007-4.

Atkocitinas, J.; Karkauskas, R. 2010. Tampriyjy plastiniy strypiniy konstrukcijy
optimizavimas, Vilnius, Lithuania: Vilnius Gediminas Technical University.
DOI: 10.3846/1137-S, 376 p.

Atkocitinas, J.; Merkevicitte, D.; Venskus, A. 2008. Optimal shakedown design of bar
systems: Strength, stiffness and stability constraints, Computers & Structures 86(17-18):
1757-1768. DOI: 10.1016/j.compstruc.2008.01.008.

Atkocitinas, J.; Rimkus, L.; Skarzauskas, V.; Jarmolajeva, E. 2007. Optimal shakedown
design of plates, Mechanika 5(67): 14-23.

Atkodilinas, J.; Venskus, A; 2011. Optimal shakedown design of frames under stability
conditions according to standards, Computers & Structures 89(3-4): 435-443.
DOI: 10.1016/j.compstruc.2010.11.014.

Barauskas, R.; Kacianauskas, R.; Belevi¢ius, R. 2004. Baigtiniy elementy metodo
pagrindai, Vilnius: Technika, 612 p.

Baronas, R. P.; Cyras A. 1971. Linear programming methods of displacement analysis in
elastic-plastic frames, International Journal for Numerical Methods in Engineering 3(3):
415-423. DOI: 10.1002/nme.1620030310 .

Bazaraa, M. S.; Sherali, H. D.; Shetty, C. M. 2006. Nonlinear Programming: Theory
and Algorithms. Wiley-Interscience, 872 p.

Belytschko, T. 1972. Plane stress shakedown analysis by finite elements, /nternational
Journal of Mechanical Sciences 14(9): 619—-625. DOI: 10.1016/0020-7403(72)90061-6.

Benfratello, S.; Giambanco, F.; Palizzolo, L.; Tabbuso P. 2013. Optimal design of steel
frames accounting for buckling, Meccanica 48(9): 2281-2298. DOI: 10.1007/s11012-
013-9745-4.

Benfratello, S.; Palizzolo, L.; Tabbuso, P. 2013. Optimal design of elastic plastic frames
accounting for seismic protection devices, Structural and Multidisciplinary Optimization
49(1): 93-106. DOI: 10.1007/s00158-013-0959-9.



LITERATURA 109

Bilotta, A.; Leonetti, L.; Garcea, G. 2012. An algorithm for incremental elastoplastic
analysis using equality constrained sequential quadratic programming, Computers &
Structures 102-103: 97-107. DOI: 10.1016/j.compstruc.2012.03.004.

Bisbos, C. D.; Ampatzis, A. T. 2008. Shakedown analysis of spatial frames with
parameterized load domain, Engineering  Structures  30(11):  3119-3128.
DOI: 10.1016/j.engstruct.2008.04.022.

Bleich, H. 1932. Uber die Bemessung statisch unbestimmter Stahltragwerke unter
Beriicksichtigung des elastisch-plastischen Verhaltens des Baustoffes, Bauingenieur
13(19/20): 261-266.

Bodovillé, G.; Saxcé, G. De 2001. Plasticity with non-linear kinematic hardening:
modelling and shakedown analysis by the bipotential approach, European Journal of
Mechanics - A/Solids 20(1): 99-112. DOI: 10.1016/S0997-7538(00)01109-8 .

Bouby, C.; de Saxcé, G.; Tritsch, J.-B. 2009. Shakedown analysis: Comparison between
models with the linear unlimited, linear limited and non-linear kinematic hardening,
Mechanics Research Communications 36(5): 556—562.

DOI: 10.1016/j.mechrescom.2009.02.007.

Boulbibane M., Collins I. F., Ponter a. R. S., Weichert D. 2005. Shakedown of Unbound
Pavements, @ Road  Materials and  Pavement  Design  6(1): 81-96.
DOI: 10.1080/14680629.2005.9690000.

Bousshine, L.; Chaaba, A.; De Saxce, G. 2003. A new approach to shakedown analysis
for non-standard elastoplastic material by the bipotential, International Journal of
Plasticity 19(5): 583-598. DOI: 10.1016/S0749-6419(01)00070-5.

Bree, J. 1967. Elastic-plastic behaviour of thin tubes subjected to internal pressure and
intermittent high-heat fluxes with application to fast-nuclear-reactor fuel elements, The
Journal  of Strain  Analysis  for  Engineering  Design  2(3): 226-238.
DOI: 10.1243/03093247V023226.

Capurso, M. 1974. A displacement bounding principle in shakedown of structures
subjected to cyclic loads, International Journal of Solids and Structures 10(1): 77-92.

Capurso, M.; Corradi, L.; Maier, G. 1978. Bounds on deformations and displacements in
shakedown theory Proc. Materiaux et Structures sous Chargement Cyclique, Palaiseau,
France.

Casciaro, R.; Garcea, G. 2002. An iterative method for shakedown analysis, Computer
Methods in  Applied Mechanics and Engineering 191(49-50): 5761-5792.
DOI: 10.1016/S0045-7825(02)00496-6.

Chazallon, C.; Habiballah, T. 2005. Finite Elements Modelling of Flexible Pavements
with the Shakedown Concept, Road Materials and Pavement Design 6(1): 97-117.
DOI: 10.1080/14680629.2005.9690001.



110 LITERATURA

Chazallon, C.; Koval, G.; Hornych, P.; Allou, F.; Mouhoubi, S. 2009. Modelling of rutting
of two flexible pavements with the shakedown theory and the finite element method,
Computers and Geotechnics 36(5): 798-809. DOI: 10.1016/j.compgeo.2009.01.007.

Clausen, J.; Damkilde, L.; Andersen, L. 2006. Efficient return algorithms for associated
plasticity with multiple yield planes, International Journal for Numerical Methods in
Engineering 66(6): 1036—1059. DOI: 10.1002/nme.1595.

Cocchetti, G.; Maier G. 2003. Elastic—plastic and limit-state analyses of frames with
softening plastic-hinge models by mathematical programming, /nternational Journal of
Solids and Structures 40(25): 7219-7244. DOI: doi.org/10.1016/S0020-7683(03)00363-9.

Cohn, M. Z.; Maier, G. 1979. NATO Advanced Study Institute, University of Waterlo,
1977, Proceedings, Engineering plasticity by mathematical programming, New Y ork:
Pergamon Press.

Collins, 1. F.; Boulbibane, M. 2000. Geomechanical Analysis of Unbound Pavements
Based on Shakedown Theory, Journal of Geotechnical and Geoenvironmental
Engineering 126(1): 50-59. DOI: 10.1061/(ASCE)1090-0241(2000)126:1(50).

Corradi, L.; Donato, O. 1975. Dynamic shakedown theory allowing for second order
geometric effects, Meccanica 10(2): 93-98. DOI: 10.1007/BF02314746.

Corradi, L.; Zavelani, A. 1974. A linear programming approach to shakedown analysis
of structures, Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 3(1): 37-53.
DOI: 10.1016/0045-7825(74)90041-3.

Cox, H. L. 1965. The design of structures of least weight. Pergammon Press, 134 p.

Cyras, A. 1983. Mathematical models for the analysis and optimization of elastoplastic
structures, Chichester: Ellis Horwood, 121 p.

Cyras, A. 1969. Metody Ilineynogo programmirovaniya pri raschete uprugo-
plasticheskikh sistem (in Russian), Leningrad: Stroyizdat.

Cyras, A., Atko¢itinas J. 1970. The analysis of perfectly elastic-plastic body under cyclic
load, Litovskiy mekhanicheskiy sbornik 2(7): 33—43 (in Russian).

Cyras, A.; Kalanta, S. 1977. Opredelenie matritsy funktsii tekuchesti konechnogo
elemeta, Deponirovanno v LitNIINTI 195(77).

Cyras, A. A.; Borkauskas, A. E.; Karkauskas, R. P. 1974. Theory and methods of
optimization elastic-plastic systems (in Russian), Leningrad: Stroyizdat, 354 p.

Dang Van, K.; de Saxcé, G.; Maier, G.; Polizzotto, C.; Ponter, A. R. S., Siemaszko, A.;
Weichert, D. 1995. Inelastic Behaviour of Structures under Variable Loads,Dordrecht:
Springer Netherlands. DOI: 10.1007/978-94-011-0271-1, 396 p.

Dieter, W.; Alan, P. 2009. Limit States of Materials and Structures, Dordrecht: Springer
Netherlands. DOI: 10.1007/978-1-4020-9634-1, 305 p.

Ditlevsen, O.; Madsen, H. O. 2007. Structural Reliability Methods, 361 p.



LITERATURA 111

Domaszewski, M.; Samp-Stanistawska, E. M. 1985. Optimal shakedown design of
frames by linear programming, Computers & Structures 21(3): 379-385.
DOI: 10.1016/0045-7949(85)90114-2.

Dorosz, S.; Konig, J.A.; Sawczuk, A.; Biegus, A.; Kowal, Z.; Seidel, W. 1981.
Deflections of elastic-plastic hyperstatic beams under cyclic loading, Arch Mech 33:
611-624.

Duszek, M. 1988. Problems of geometrically nonlinear theory of plasticity, 103 p.

Fadaee, M. J.; Saffari, H.; Tabatabae, R. 2007. Mathematical Modeling for Shakedown
Analysis of Offshore Structures, American Journal of Applied Sciences 4(7): 449—455.
DOI: 10.3844/ajassp.2007.449.455.

Fadaee, M.J.; Saffari, H.; Tabatabaei, R. 2008. Shear effects in shakedown analysis of
offshore structures, Journal of Ocean University of China 7(2): 177-183.
DOI: 10.1007/s11802-008-0177-z.

Fish, J.; Belytschko, T. 2007. 4 First Course in Finite Elements. John Wiley and Sons,
336 p.

Gallagher, R. H. 1975. Finite element analysis: Fundamentals, International Journal for
Numerical Methods in Engineering 9(3): 732-732. DOI: 10.1002/nme.1620090322.

Garcea, G.; Armentano, G.; Petrolo, S.; Casciaro, R. 2005. Finite element shakedown
analysis of two-dimensional structures, International Journal for Numerical Methods in
Engineering 63(8): 1174-1202. DOI: 10.1002/nme.1316.

Gerard, G. 1956. Minimum weight analysis of compression structures. New York
University Press, 125 p.

Gokhfeld, D. A. 1966. Some problems of plastic shakedown of plates and shells 6tA
Soviet Conf. Plates and Shells, Bakou: Moscow Izd. Nauka.

Gokhfeld, D. A., Cherniavsky O. F. 1980. Limit analysis of structures at thermal
cycling, Alphen aan den Rijn: Sijthoff and Noordhoft, 537 p.

Gross-Weege, J. 1990. A unified formulation of statical shakedown criteria for
geometrically nonlinear problems, International Journal of Plasticity 6(4): 433-447.
DOI: 10.1016/0749-6419(90)90012-4.

Grop-Weege, J. 1997. On the numerical assessment of the safety factor of elastic-plastic
structures under variable loading, International Journal of Mechanical Sciences 39(4):
417-433. DOI: 10.1016/S0020-7403(96)00039-2.

Guralnick, S. A.; Erber, T.; Stefanis, J.; Soudan, O. 1986. Plastic Collapse, Shakedown,
and Hysteresis of Multistory Steel Structures, Journal of Structural Engineering
112(12): 2610-2627. DOI: 10.1061/(ASCE)0733-9445(1986)112:12(2610).

Hoppe, R.; Petrova, S. 2005. On the return mapping algorithms in structural optimization
of biomorphic ceramics Proc. 6th World Congress on Structural and Multidisciplinary
Optimization.



112 LITERATURA

Janas, M.; Pycko, S.; Zwolinski, J. 1995. A min-max procedure for the shakedown
analysis of skeletal structures, International Journal of Mechanical Sciences 37(6): 629—
643. DOI: 10.1016/0020-7403(94)00087-Z.

Jankovski, V.; Atkocitinas, J. 2011. Biparametric shakedown design of steel frame
structures, Mechanika 17(1): 5—12.

Jankovski, V.; Atkocitnas, J. 2008. MATLAB implementation in direct probability
design of optimal steel trusses, Mechanika 6(74): 30-37.

Jankovski, V.; Atko¢itnas, J. 2010. Saosys toolbox as Matlab implementation in the
elastic-plastic analysis and optimal design of steel frame structures, Journal of Civil
Engineering and Management 16(1): 103—121. DOI: 10.3846/jcem.2010.10.

Tritsch, J.-B. 1993. Analyse d’adaptation des structures élasto-plastiques avec prises en
compte des effets géométriques (Shakedown analysis of elasto-plastic structures
accounting for geometrical effects). Phd thesis. Université des sciences et technologies
de Lille.

Kagianauskas, R.; Cyras, A. 1988. The integral yield criterion of finite elements and its
application to limit analysis and optimization problems of thin-walled elastic-plastic
structures, Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 67(2): 131-147.
DOI: 10.1016/0045-7825(88)90121-1.

Kala, Z.; Kala, J. 2003. The statistical correlation of material characteristics -
experimental and theoretical results of hot- rolled steel beam, Metal Structures - Design,
Fabrication, Economy: 23-26.

Kalanta, S. 1995. The equilibrium finite elements in computation of elastic structures,
Statyba 1(1): 25-47. DOI: 10.1080/13921525.1995.10531500.

Kalanta, S.; Atkocitinas, J.; Venskus, A. 2009. Discrete optimization problems of the
steel bar structures, Engineering Structures 31(6): 1298-1304.
DOI: 10.1016/j.engstruct.2009.01.004.

Kaliszky, S.; Ldégo, J. 1997. Optimal plastic limit and shake-down design of bar
structures with constraints on plastic deformation, Engineering Structures 19(1): 19-27.
DOI: 10.1016/S0141-0296(96)00066-1.

Kaliszky, S.; Légo, J. 2002. Plastic behaviour and stability constraints in the shakedown
analysis and optimal design of trusses, Structural and Multidisciplinary Optimization
24(2):118-124. DOI:10.1007/300158-002-0222-2.

Kanno, Y.; Takewaki, I. 2007. Worst case plastic limit analysis of trusses under
uncertain loads via mixed 0-1 programming, Journal of Mechanics of Materials and
Structures.

Karadeniz, S.; Ponter, A. R. S.; Carter, K. F. 1987. The Plastic Ratcheting of Thin
Cylindrical Shells Subjected to Axisymmetric Thermal and Mechanical Loading,
Journal of Pressure Vessel Technology 109(4): 387. DOI: 10.1115/1.3264921.



LITERATURA 113

Karkauskas, R.; Krutinis, A.; Atkocitinas, J.; Kalanta, S.; Nagevicius, J. 1995. Statybinés
mechanikos uzdaviniy sprendimas kompiuteriais, Vilnius: Mokslo ir enciklopedijy
leidykla, 263 p.

Kleiber, M.; Koénig, J. A. 1990. Inelastic solids and structures: Antoni Sawczuk
memorial volume, Swansea UK: Pineridge Press, 558 p.

Koiter, W. T. 1956. A new general theorem on shake-down of elastic-plastic structures,
Proceedings Koninklijke Nederlandse Akademie van Wetenshappen B (59): 24-34.

Koiter, W. T. 1960. General theorems for elastic—plastic solids I. Sheddon & R. Hills,
sud. Progress in solid mechanics, Amsterdam: North-Holland.

Konig, J.; Maier, G. 1981. Shakedown analysis of elastoplastic structures: a review of
recent developments, Nuclear Engineering and design 66: 81-95. DOI: /10.1016/0029-
5493(81)90183-7.

Konig, J. A. 1987. Shakedown of Elastic-Plastic Structures. Elsevier Science Ltd.
DOI: 10.1016/B978-0-444-98979-6.50018-9, 224 p.

Konig, J. A.; Maier, G. 1976. Adaptation of rigid-work-hardening discrete structures
subjected to load and temperature cycles and second-order geometric effects, Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering 8(1): 37-50. DOI: 10.1016/0045-
7825(76)90051-7.

Konig, J. A.; Siemaszko, A. 1988. Strainhardening effects in shakedown processes,
Ingenieur-Archiv 58(1): 58—66. DOI: 10.1007/BF00537200.

Krieg, R. D.; Krieg, D. B. 1977. Accuracies of Numerical Solution Methods for the
Elastic-Perfectly Plastic Model, Journal of Pressure Vessel Technology 99(4): 510.
DOI: 10.1115/1.3454568.

Lange-Hansen, P. 1998. Comparative Study of Upper Bound Methods for the
Calculation of Residual Deformations After Shakedown. Institut for Barende
Konstruktioner og Materialer, Danmarks Tekniske Universitet, 74 p.

Lesniak, Z. 1970. Methoden der Optimierung von Konstruktionen unter Benutzung von
Rechenautomaten (translation from Polish), Berlin: W. Ernst u. Sohn, 149 p.

Van Long, H.; Dang Hung, N. 2008. Second-order plastic-hinge analysis of 3-D steel
frames including strain hardening effects, Engineering Structures 30(12): 3505-3512.
DOI: 10.1016/j.engstruct.2008.05.013.

Van Long, H.; Hung N. D. 2008. Local buckling check according to Eurocode-3 for
plastic-hinge analysis of 3-D steel frames, Engineering Structures 30(11): 3105-3113.
DOI: 10.1016/j.engstruct.2008.04.002.

Van Long, H.; Hung, N. D. 2010. Plastic optimization of 3D steel frames under fixed or
repeated loading: Reduction formulation, Engineering Structures 32(4): 1092—1099.
DOI: 10.1016/j.engstruct.2009.12.035.



114 LITERATURA

Maier, G. 1970. A matrix structural theory of piecewise linear elastoplasticity with
interacting yield planes, Meccanica 5(1): 54—66. DOI: 10.1007/BF02133524.

Maier, G. 1972. A shakedown matrix theory allowing for work-hardening and second
order geometric effects A. Sawczuk, sud. Symp. on Foundations of Plasticity, Warsaw.

Maier, G. 1969. Shakedown theory in perfect elastoplasticity with associated and
nonassociated flow-laws: A finite element, linear programming approach, Meccanica
4(3): 250-260. DOI: 10.1007/BF02133439.

Maier, G.; Cohn, M. Z. 1978. Engineering plasticity by mathematical programming,
New York, 648 p.

Maier, G.; Comi, C.; Corigliano, A.; Perego, U. 1995. Bounds and estimates on inelastic
deformations: a study of their practical usefulnessReport No. EUR 16555 EN. European
Commission, Nuclear Science and Technology, 286 p.

Maier, G.; Munro, J. 1982. Mathematical programming applications to engineering
plastic analysis, Applied Mechanics Reviews 35(12): 1631-1643.

Maier, G.; Pan, L.; Perego, U. 1993. Geometric effects on shakedown and ratchetting of
axisymmetric cylindrical shells subjected to variable thermal loading, Engineering
Structures 15(6): 453-465. DOI: 10.1016/0141-0296(93)90063-A.

Malena, M.; Casciaro, R. 2008. Finite element shakedown analysis of reinforced
concrete 3D  frames, Computers &  Structures  86(11-12): 1176-1188.
DOI: 10.1016/j.compstruc.2007.12.001.

Melan, E. 1936. Theorie statisch unbestimmter Systeme aus ideal plastischem Baustoff,
Sitzber. Akad. Wiss. Wien Ila (145): 195-218.

Merkevicitte, D.; Atkocitinas, J. 2003. Incremental method for unloading phenomenon
fixation at shakedown., Journal of Civil Engineering and Management 1X(3): 178-191.

mathematical models and new solution algorithms, Mechanika 2(52): 47-54.

Merkevicitte, D.; Atkocitinas, J. 2006. Optimal shakedown design of metal structures
under stiffness and stability constraints, Journal of Constructional Steel Research
62(12): 1270-1275. DOI: 10.1016/j.jcsr.2006.04.020.

Merkevicitteé, D.; Rimkus, L.; Atkocitinas, J. 2003. Prisitaikan¢iy konstrukcijy analizés
uzdaviniy dualios formuluotés, ju taikymo ribos, Journal of Civil Engineering and
Management 1X(2): 91-99.

Milo3evi¢, B.; Mijalkovi¢, M.; Petrovié¢, Z.; Hadzimujovié, M. 2011. Comparative
analysis of limit bearing capacity of a continuous beam applying the limit and
shakedown analysis depending on the character of the load, Tehnicki vjesnik 18(4): 485—
495.

Moskvitin, V. V. 1960. O prisposoblyaemosti uprugo-plasticheskikh sistem. (On
shakedown of elastic-plastic systems), /zv. Akad. Nauk SSSR, OTN 5: 101-107.



LITERATURA 115

Mréz, Z. 1960. On the problem of minimum weight design. Brown University, 165 p.

Mréz, Z.; Weichert, D.; Dorosz, S. 1995. Inelastic Behaviour of Structures under
Variable Loads, Dordrecht: Springer Netherlands. DOI: 10.1007/978-94-011-0271-1,
396 p.

Neal, B. G. 1950. Plastic Collapse and Shakedown Theorems for Structures of Strain-
Hardening Material, Journal of the Aeronautical Sciences (Institute of the Aeronautical
Sciences) 17(5): 297-306. DOI: 10.2514/8.1621.

Nguyen, A. D.; Hachemi, A.; Weichert, D. 2008. Application of the interior-point
method to shakedown analysis of pavements, International Journal for Numerical
Methods in Engineering: 414—439. DOI: 10.1002/nme.

Nguyen, D. H. 1983. Une methode automatique du calcul de deplacement elasto-
plastique juste avant la ruine, Construction Metallique 1(1983): 27-36.

Nguyen, Dang Hung; Konig, J. A. 1976. A finite element formulation for shakedown
problems using a yield criterion of the mean, Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering 8(2): 179—192. DOI: 10.1016/0045-7825(76)90043-8.

Ortiz, M.; Simo, J. C. 1986. An analysis of a new class of integration algorithms for
elastoplastic constitutive relations, International Journal for Numerical Methods in
Engineering 23(3): 353-366. DOI: 10.1002/nme.1620230303.

Palizzolo, L. 2004. Optimization of continuous elastic perfectly plastic beams,
Computers & Structures 82(4-5): 397-411. DOI: 10.1016/j.compstruc.2003.10.015.

Palizzolo, L.; Caffarelli, A.; Tabbuso, P. 2014. Minimum volume design of structures
with constraints on ductility and stability, Engineering Structures 68: 47-56.
DOI: 10.1016/j.engstruct.2014.02.025.

Papadrakakis, M.; Papadopoulos, V. 1995. A computationally efficient method for the
limit elasto plastic analysis of space frames, Computational Mechanics 16(2): 132—141.
DOI: 10.1007/BF00365867.

Pycko, S. 1997. A cycle-oriented incremental analysis of shakedown problems,
International Journal for Numerical Methods in Engineering 40(17): 3163-3179. DOI:
10.1002/(SICI)1097-0207(19970915)40:17.

Pycko, S. 1995. An Indirect Incremental Method for Shakedown Analysis Based on the
Min-Max Approach, Inelastic Behaviour of Structures under Variable Loads, 381-398.
DOI: 10.1007/978-94-011-0271-1 21.

Pochtman, Y. M.; Piatigorskii, Z. 1. 1978. Raschot i optimalnoe proektirovanie
konstruktsiy s uchotom prisosobliaemosti, Moskva: Nauka, 208 p.

Ponter, A. R. S. 1972. An Upper Bound on the Small Displacements of Elastic, Perfectly
Plastic Structures, Journal of Applied Mechanics 39(4): 959. DOI: 10.1115/1.3422898.



116 LITERATURA

Ponter, A. R. S.; Carter, K. F. 1997. Shakedown state simulation techniques based on
linear elastic solutions, Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering
140(3-4): 259-279. DOI: 10.1016/S0045-7825(96)01105-X.

Ponter, A. R. S.; Engelhardt, M. 2000. Shakedown limits for a general yield condition:
implementation and application for a Von Mises yield condition, European Journal of
Mechanics - A/Solids 19(3): 423-445. DOI: 10.1016/S0997-7538(00)00171-6.

Raad, L.; Weichert, D. 1995. Stability of Pavement Structures Under Long Term
Repeated Loading Z. Mroz, D. Weichert, & S. Dorosz, sud. Inelastic Behaviour of
Structures under Variable Loads. Springer Netherlands.

Rao, S. S. 2011. The Finite Element Method in Engineering. Butterworth-Heinemann,
688 p.

Rozenblum, W. 1. 1958. On Shakedown Theory of Elastic-Plastic Bodies, /zv. AN SSSR,
OTN 6.

Rzhanitsyn, A. R. 1954. Analysis of Structures Taking into Account Plastic Properties of
Materials (in Russian), Moscow: Stroizdad, 126 p.

Sawczuk, A. 1974. Shakedown analysis of elastic-plastic structures, Nuclear
Engineering and Design 28(1): 121-136. DOI: 10.1016/0029-5493(74)90091-0.

Sawczuk, A.; Mréz, Z. sud. 1975. Optimization in Structural Design, Berlin, Heidelberg:
Springer Berlin Heidelberg. DOI: 10.1007/978-3-642-80895-1, 277 p.

De Saxcé, G.; Hung, N. D. 1992. Limit and shakedown minimum weight design of the
plane steel frames C. Hirsch, O. C. Zienkiewicz, & E. Onate, Numerical Methods in
Engineering °92. Elsevier.

De Saxcé, G.; Oueslati, A.; Charkaluk, E.; Tritsch, J.-B. 2013. Limit State of Materials and
Structures, Dordrecht: Springer Netherlands. DOI: 10.1007/978-94-007-5425-6, 218 p.

Sharp, R. W.; Booker, J. R. 1984. Shakedown of Pavements Under Moving Surface
Loads, Journal of Transportation Engineering 110(1): 1-14.
DOI: 10.1061/(ASCE)0733-947X(1984)110:1(1).

Siemaszko, A. 1995. Limit, Shakedown, Post-Yield, and Inadaptation Analyses of
Discrete Plastic Structures, Inelastic Behaviour of Structures under Variable Loads.
Kluwer Academic Publishers. DOI: 10.1007/978-94-011-0271-1_15.

Siemaszko, A.; Koénig, J. A. 1985. Analysis of Stability of Incremental Collapse of
Skeletal ~ Structures, Journal of Structural Mechanics 13(3-4): 301-321.
DOI: 10.1080/03601218508907503.

Simo, J. C. 1992. Algorithms for static and dynamic multiplicative plasticity that
preserve the classical return mapping schemes of the infinitesimal theory, Computer
Methods  in  Applied  Mechanics  and  Engineering  99(1):  61-112.
DOI: 10.1016/0045-7825(92)90123-2.



LITERATURA 117

Simo, J. C.; Ortiz, M. 1985. A unified approach to finite deformation elastoplastic
analysis based on the use of hyperelastic constitutive equations, Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering 49(2): 221-245. DOIL: 10.1016/0045-
7825(85)90061-1.

Simo, J. C.; Taylor, R. L. 1985. Consistent tangent operators for rate-independent
elastoplasticity, Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 48(1): 101—
118. DOI: 10.1016/0045-7825(85)90070-2.

Simon, J.-W. 2013. Direct evaluation of the limit states of engineering structures
exhibiting limited, nonlinear kinematical hardening, International Journal of Plasticity
42: 141-167. DOI: 10.1016/j.ijplas.2012.10.008.

Symonds, P. S. 1951. Shakedown in Continuous Media, Journal of Applied Mechanics
(17): 85-89.

Symonds, P. S.; Prager, W. 1950. Elastic-plastic analysis of structures subjected to loads
varying arbitrarily between prescribed limits, Appl. Mech. 17: 315-324.

ey

les conditions d’adaptation avec des restrictions en déplacements, Revue Européenne de
Génie Civil 9(4): 435-453. DOI: 10.1080/17747120.2005.9692764.

Skordeli, M.; Bisbos, C. D. 2010. Limit and shakedown analysis of 3D steel frames via
approximate ellipsoidal yield surfaces, Engineering Structures 32(6): 1556-1567. DOI:
10.1016/j.engstruct.2010.02.004.

Spiliopoulos, K. V. 1999. A fully automatic force method for the optimal shakedown
design of frames, Computational Mechanics 23(4): 299-307.
DOI: 10.1007/3004660050411.

Spiliopoulos, K.; Weichert, D. 2014. Direct Methods for Limit States in Structures and
Materials, Dordrecht: Springer Netherlands. DOI: 10.1007/978-94-007-6827-7, 278 p.

Staat, M.; Heitzer, M. 2003. Publication Series of the John von Neumann Institute for
Computing (NIC) NIC Series Volume 15, 305 p.

Standard E. 2005. EN 1993-1-1, Design of steel structures Part 1-1: General rules and
rules for buildings.

Stein, E.; Zhang, G.; Konig, J. 1992. Shakedown with nonlinear strain-hardening
including structural computation using finite element method, /nternational Journal of
Plasticity 8(1): 1-31. DOI: 10.1016/0749-6419(92)90036-C.

Stein, E.; Zhang, G.; Mahnken, R. 1993. Shakedown analysis for perfectly plastic and
kinematic hardening materials CISM. Progress in Computernal Analysis or Inelastic
Structures, Wien, New York: Springer Verlag.

Tin-Loi, F. 2000. Optimum shakedown design under residual displacement constraints,
Structural and Multidisciplinary Optimization 19(2): 130-139.
DOI: 10.1007/s001580050093.



118 LITERATURA

Tritsch, J.-B.; Weichert, D. 1995. Case Studies on the Influence of Geometric Effects on
the Shakedown of Structures, Inelastic Behaviour of Structures under Variable Loads.
Springer Netherlands.

Wang, J.; Yu, H.-S. 2013. Shakedown analysis for design of flexible pavements under
moving loads, Road Materials and Pavement Design 14(3): 703-722.
DOI: 10.1080/14680629.2013.814318.

Weichert, D. 1986. On the influence of geometrical nonlinearities on the shakedown of
elastic-plastic ~ structures, [International Journal of Plasticity 2(2): 135-148.
DOI: 10.1016/0749-6419(86)90009-4.

Weichert, D.; Hachemi, A. 1998. Influence of geometrical nonlinearities on the
shakedown of damaged structures, International Journal of Plasticity 14(9): 891-907.
DOI: 10.1016/S0749-6419(98)00035-7.

Weichert, D.; Maier, G. 2000. Inelastic Analysis of Structures under Variable Loads,
Dordrecht: Springer Netherlands. DOI: 10.1007/978-94-010-9421-4.

Weichert, D.; Maier, G. 2002. [nelastic Behaviour of Structures under Variable
Repeated Loads, Vienna: Springer Vienna. DOI: 10.1007/978-3-7091-2558-8.

Weichert, D.; Ponter, A. R. S. 2009. Limit States of Materials and Structures, Dordrecht:
Springer Netherlands. DOI: 10.1007/978-1-4020-9634-1.

Zhang, Y.-G. 1995. An iteration algorithm for kinematic shakedown analysis, Computer
Methods in  Applied Mechanics and  Engineering  127(1-4):  217-226.
DOI: 10.1016/0045-7825(95)00121-6 .

Zienkiewicz, O. C. 2001. Displacement and equilibrium models in the finite element
method by B. Fraeijs de Veubeke, Chapter 9, Pages 145—-197 of Stress Analysis, Edited
by O. C. Zienkiewicz and G. S. Holister, Published by John Wiley &amp; Sons, 1965,
International Journal for Numerical Methods in Engineering 52(3): 287-342.
DOI: 10.1002/nme.339 .



Autoriaus moksliniy publikacijy
disertacijos tema sarasas

Straipsniai recenzuojamuose mokslo zurnaluose

Atkocitinas, J.; Ulitinas, T.; Kalanta, S.; Blazevi¢ius G. 2015. An extended shakedown
theory on an elastic—plastic spherical shell, Engineering Structures 101: 352-363.
DOI: 10.1016/j.engstruct.2015.07.021 (ISI Web of Science).

Blazevi¢ius, G.; Atkocitinas, J. 2015. Optimal shakedown design of steel framed
structures according to standards, Anmnals of Solid and Structural Mechanics.
DOI: 10.1007/s12356-015-0039-5.

Blazevi¢ius, G.; Rimkus, L.; Atko¢itinas, J. 2014. An improved method for optimal
shakedown  design  of circular  plates, Mechanika  20(4):  390-394.
DOI: 10.5755/j01.mech.20.4.6542 (ISI Web of Science).

Blazevic¢ius G.; Atkocitinas, J. 2014. Eurocode stability requirements in optimal
shakedown truss design, Engineering Structures and Technologies 6(1): 18-24.
DOI: 10.3846/2029882X.2014.957901.

119



120 AUTORIAUS MOKSLINIU PUBLIKACIJU DISERTACIJOS TEMA SARASAS

Blazevitius, G.; Salna, R. 2013. Probability-based design of an optimal elastic—plastic
truss, Engineering Structures and Technologies 5(1): 37-43.
DOI: 10.3846/2029882X.2013.781803.

Straipsniai kituose leidiniuose

Blazevicius, G.; Atkocitinas, J. 2015. Optimal shakedown design of circular plates using
a yield criterion of the mean Mechanika’2015: proceedings of the 20th international
scientific conference, Kaunas, Lithuania. ISSN 1822-2951 p. 61-66.

Atkocitinas, J.; Blazevi€ius, G. 2012. Eurocode Stability Requirements in Optimal
Shakedown Truss Design B. H. V. Topping, sud. Proceedings of the Eleventh
International ~ Conference on  Computational  Structures  Technology: 1-11.
DOI: 10.4203/ccp.99.268.

Blazevi¢ius, G.; Atkog¢itinas, J. 2011. Prisitaikan¢iy santvary tiirio minimizavimas
inkrementiniu metodu, Mokslas — Lietuvos ateitis: 1-6, ISSN 2029-7149.



Summary in English

Problem formulation

Shakedown theory, which was fundamentally formulated in the middle of the 20™ centu-
ry and has very wide theoretical application, is still not implemented in the practical
structural design of steel structures. The fact that some solutions of the theory are stand-
ardised and successfully integrated in other fields of mechanics suggests its potentiality
in structural mechanics as well. In order to achieve this goal, generalised theoretical so-
lutions of shakedown theory should be more closely related and combined with the basis
of modern standardised structural design involving Eurocode. Shakedown theory allows
for effective design of lightweight steel structures subjected to variable repeated loads.
Optimisation in the state of shakedown creates opportunities to find economically opti-
mal design projects and reduce their cost. All above aspects have to be taken into ac-
count for creation of new design methodologies, which are not sufficiently developed at
present day.

Relevance of the thesis

Application of shakedown-based design methods has been restricted for a long time due
to limitations of personal computer technologies. Now, with the growth of nonlinear
optimization problem solution speed, engineers acquire a capability to apply optimiza-
tion based methods in practical design. Therefore it is necessary to create new design
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methodologies satisfying the increasing speed of design and realization of architecturally
complex structures. The goal is to extend the optimal shakedown design methodologies
to practical application purposes, which would allow designing more economical build-
ing structures.

Research object

The object of the research is modern shakedown theory and its integration with the re-
quirements of contemporary design standards of steel structures.

Aim of the thesis

The aim of the thesis is to create new methods of the shakedown theory for the optimiza-
tion of steel structures including Eurocode ultimate and serviceability limit state re-
quirements.

Objectives of the thesis

In order to achieve the aim of the thesis, the following objectives have been set:

1. To analyse existing shakedown optimization mathematical model formulations
and to identify their drawbacks and advantages.

2. To integrate steel design standard requirements into optimization problems re-
lating them to the actual physical behaviour of structural elements.

3. To combine different Eurocode reliability requirements for the ultimate and
serviceability limit states in one optimization problem.

4. To implement elemental stability requirements in the optimization problem and
adequately define their influence on plastic structure behaviour.

5. To numerically test and evaluate efficiency of newly created methodologies.

Research methodology

The research is based on the integration of methods of plasticity theory, mathematical
programing and optimization. The thesis develops new methods on the realization of
practical structural design requirements using three abovementioned disciplines. Mathe-
matical algorithms are closely related to the actual physical structural behaviour and to
the empirically based design standard requirements. Scientific investigation starts with
the analysis of classical mathematical formulations of shakedown which are further
complemented with contemporary design standard requirements.
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Scientific novelty of research findings

Eurocode strength, stiffness, displacement constraints and complementary conditions for
plastic deformations are conjoined in one optimal shakedown design problem formula-
tion for the first time. A new, more precise practical application of the shakedown theory
for steel structural design is created. Presented methodologies allow finding optimal so-
lution of the structural project in one step, avoiding exhausting iterative analysis. Care-
fully selected optimality criteria makes design more cost efficient and thus reduces its
impact on the environment and helps develop sustainable structures.

Practical value of research findings

Presented methodologies demonstrate possibilities for applying shakedown solutions in
practical tasks of optimal steel design. Further development and application of such
techniques for large scale problems would increase design speed, reduce the cost of ma-
terials and thus the cost of structures. The thesis presents problem formulations and ac-
tual Matlab programming codes, which can be readily used in analysis, verification and
design of building structures.

Defended statements

1. Classical shakedown theory can be extended and successfully adapted for opti-
mal design problems.

2. Modern design standard requirements can be integrated into the optimal shake-
down design problem formulation.

3. Structural optimisation based on the shakedown theory allows finding the most
economical structural design.

4. Presented methods of optimal shakedown design efficiently evaluate the effects
of various variable repeated loads.

Approval of research findings

The author published 8 scientific papers concerning thesis research topics: 2 publications
in journals indexed in ,,ISI Web of Science* with impact factors, 3 publications in inter-
national periodic journals, 3 in other reviewed journals (proceedings). For the full list of
publications, see page 123. Research results were approved in 7 scientific conferences:
= International conference ,,Mechanika-2015%, 2015. Kaunas, Lithuania.
= International conference-colloquium ,,EUROMECH - Colloquium 548, Direct
and variational methods for nonsmooth problems in mechanics®, 2013. Am-
boise, France;
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= Eleventh International Conference on Computational Structures Technology*,
2012. Dubrovnik, Croatia;

= Lietuvos skai¢iuojamosios mechanikos seminaras®, 2012. Vilnius;

= Junior research conferences ,Lietuvos jaunuyjy mokslininky konferencija®,
2011, 2012 and 2013.Vilnius;

Structure of the thesis

The thesis consists of the introduction, four chapters and general conclusions. Addition-
ally, there are five annexes included in the CD. The entire work takes 136 pages without
annexes, 36 figures, and 11 data tables and 202 numbered equations. It cites 166 scien-
tific articles.

1. Shakedown analysis under multidimensional loading:
history and state of the art

Building structures are subjected to fixed and variable repeated (cyclic) loading. Varia-
ble repeated loading F (t) is defined by the system of forces and effects independently
varying in time ¢. It is assumed that multidimensional loading is quasi-static, i.e. dynam-
ic effects are ignored. The maximum number of components in the vector

F(r) =|:Fl (1) F(r) ... F (t)]T is equal to the degree of freedom of a discrete

m

structure — m. Actual loading history is usually unknown, thus only upper F,, and

lower Fj,r bounds of load variation are defined: F,, < F (r)<F sup - Load combination

vectors Fj, j=L2,...p; p=2", jeJ (F,-nf < Fj < Fsup) are formed according to
the defined bounds. Fig. 1.1 illustrates a rectangular loading domain and its four apexes,
defining load combinations. Particular loading histories, e.g. F; (t), Fy (t) are not in-
vestigated (it can be done by applying an incremental analysis, which is described in
section 1.4 of the thesis). Application of load combinations F; allows determining ulti-

mate limit state of the structure in the case of cyclic loads without a detailed analysis of
loading history. This thesis analyses and extends computational theory of elastic-plastic
steel structures (under the assumption of associative plastic flow rule) for all response
states: elastic, elastic-plastic (shakedown) and limit (collapse) state. Assumption of small
displacements u is strictly followed, i.e. elastic 8, = DS, and total elastic and plastic

deformations 6 = DS + 0, are relatively small (D is flexibility matrix). Therefore
geometric equations of the discrete structural model are A”u = DS + 0,,, equilibrium
equations are AS=F ; where S, is vector of elastic internal forces and 6, is vector of

plastic deformations. It has to be mentioned that perfectly elastic plastic structural model
is neither ideal nor unique in the analysis of the plasticity theory when variable repeated
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loads are considered, especially taking into account the variety of materials. But there
are two reasons which justify this choice. First, perfectly elastic plastic theory is relative-
ly simple, but allows modelling residual deformations by ignoring complex phenomena
such as Bouschinger effect or material hardening. Second, in many practically important
cases this model describes structural behaviour with sufficient accuracy (especially with-
in extreme load variation ranges, which are the subject of the shakedown theory).

2. Extended shakedown theory on discretised structures

A mathematical model of the continuous optimization problem is created by analysing
the complete system of equations describing the structure at shakedown (2.26). A scalar

function of the limiting forces is chosen as an optimality criterion: min a)(SO) (Cyras,
Atko¢itinas 1970; Cyras et al. 1974). The problem of determination of the optimal limit-
ing force distribution is relevant for practical design, namely when function @ defines

cost or similar economic parameter of a structure.

Optimization problem is formulated as follows: for the given load variation bounds
Fop. Fop. a vector of limiting internal forces S, satisfying optimality criterion

min a)(SO) and the constraints of shakedown and displacements, has to be found.

min o(S,), (S2.1)
subject to AS,.=0, (S2.2)
9,=C(So)- £,(8.;(So)+S,) =0, (52.3)
D(8))S,+0,(8;)-A"u, =0, (S2.4)

T
0,(80)=% [ Vr,(Se; (S0)+5,)] 4+ (S2.5)

J

271 €(80)=1,(8es(S0)+5,)] =0, (S2.6)
20, 5 =[ A Ay gy ] s (82.7)
S 2 8 min (52.8)
Ui < U, ; (S0)+ 8, <ty (S2.9)
S,;=a(So)F;, u,;=P(So)F;. v jeJ. (S2.10)

Unknowns of the problem are S, §

»» U, A; . This optimisation problem is non-

convex due to mathematical programming slackness conditions (S2.6), (S2.7). It is
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indicated which variables depend on limiting forces §,. Residual forces S, indirectly

p
depend on the S, — their determination is basically another, integrated problem, as it is

demonstrated in the formulation (1.51)—(1.58). Since the constraints depend on the un-
knowns (flexibility matrix D depends on the cross section parameters, thus on the ),
the problem is usually solved in an iterative manner (Atkocitinas, Blazevi¢ius 2012).
Permissible bounds of the displacement variation u;,, ;. used in the equations
(S2.9) are determined according to design standards (BlaZzevicius and Atkocitinas, 2014).
The formulation of the problem (S2.1)—(S2.10) is introduced and numerically imple-
mented for the first time in this thesis. Up to now, optimal shakedown design problems
with displacement constraints were solved divided in several steps (for comparison see
formulation (1.51)—(1.58)). The author of the thesis applied new optimization and math-
ematical programming techniques in Matlab software for integrated solution of this
problem which may even include nonlinear yield conditions (it is demonstrated with a
numerical example of plate optimisation in chapter 4). It may be stated that modern
mathematical software allows solving such complex optimisation problems in personal
computers.

In the case of linear yield conditions, the problem (S2.1)—(S2.10) can be simplified.
If yield conditions are written as follows:

9;=S)—B(S, +S5)>0, (S2.11)

residual displacements and residual internal forces can be expressed in terms of plastic
multipliers A, respectively u, = HA and S, = G/ . Influence matrices of residual dis-

placements and internal forces depend on equilibrium and flexibility matrices only:
-1
H - (AD“AT) AD'®, G = (D_IATH—D_I )45 . (S2.12)
The most convenient starting point for the analysis of element stability (buckling) is

the elements of trusses subjected to uniaxial stress state. Strength conditions for these
elements, taking into account only the axial force N, are written as follows:

for tension @5y = Nog —GA—N, e 20, (82.13)
for compression @iy = Ng o +GA+ N, in 20, (S2.14)

Limiting compression axial force N . is determined by valid design standards.

This force defines the buckling resistance of a particular element (bar) and depends on
slenderness, boundary conditions etc. Limiting axial compression force cannot exceed
limiting tension force N, which is usually determined considering only cross sectional

area 4 and steel yield stress f),: No .. <Ny =f,-4.

Mathematical model of optimization includes the Kuhn-Tucker conditions (and
mathematical slackness conditions (2.72) among them) (Tin-Loi 2000). When separate
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strength conditions are applied for tension and compression, plastic multipliers associat-

ed with these conditions have to be separated as well: 4 =4, 4 | ">o0,

)&iax¢max =0, ]‘cTr(pmin =0. (82.15)

Under the associative plastic flow rule, these multipliers are directly related to the
plastic deformations emerging at the particular cross sections. The stress-strain state of
the elastic-plastic structures is defined in this thesis by the so called Prandtl diagram
(Fig. S1). This diagram is further used for the analysis of element buckling in the plastic
state.

VN

slender element

under tension
—— T <

slender element F C f <_
Cr

under compression : stocky element
E D £ under compression
,,,,,, ly <

Fig. S1. Stress-strain graph of perfectly elastic-plastic material

If stability verification is implemented in the mathematical programming problem,
it is found that, in general, deformations emerge according to the curve 0-C-F. However,
contrary to the case of tension, plastic deformations of the elements under compression
(when the limit state is reached, i.e. after the loss of stability) are not defined in the EC
and cannot be evaluated. Therefore, a true deformation curve of the element under com-
pression is only elastic — 0-C, if C # D, or elastic-plastic — 0-D-E, when D = C. Thus, the
solution algorithm of the mathematical programming problem comes into conflict with
the Eurocode requirements and the above-mentioned complementary slackness condi-
tions are inadequate for ensuring the shakedown of a truss.

This inaccuracy is eliminated by introducing a new condition in the mathematical
model, which ensures that plastic multipliers (i.e. plastic deformations) can emerge only
due to the limit stress of the elements under tension or in very stocky elements (small
non-dimensional slenderness) under compression:

Dok (Noj =Noers ) =0, k=1, 2, .5, ke K. (S2.16)
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This condition ensures that slender elements under compression cannon cause the
occurrence of nonzero plastic multipliers. The correct determination of the plastic multi-
pliers A is an essential task because they are used in the same problem for calculating the
residual forces and displacements. This new condition makes an essential difference in
the optimization algorithm compared to the previous researches (Atkocitinas and
Venskus 2011; Kaliszky, Logo 2002; Merkeviciiteé, Atkoc¢itinas 2006).

More complex strength (yield) conditions are applied for the elements under axial
and bending internal forces, compared to only axially loaded truss elements. Many yield
conditions for frame elements have been created over the years and they assess many
geometric as well as physical parameters: form of cross section, type of manufacturing
etc. (Skordeli, Bisbos 2010). Piecewise linear yield conditions are usually applied for the
standard steel profiles as it was described in chapter 1.4.3 and shown in fig. 1.8.

The stress state of an element design section i is fully described by the vectors of

Mrl' +Mel',/'

residual and elastic forces §; =S, +S,;,, S;; =
> Piy
I / Ny + Ny

],ie[, jed.

Then, linear yield conditions can be expressed using the matrixes of yield coeffi-
cients and of configuration:

_=m P
1 0 1_0.5 aw/,lv J/yal Z 1
Dy = Mg = , Dy = "M =] | (S2.17)
-1 0 1- n; k ¢ 1
1-0.5 aw,,v Ak Xi

These matrices are directly used in the linear formulation of optimal shakedown
design problem (2.70)—(2.74). For all frame design sections ie/ and for every load do-

main apex j strength and stability conditions are formulated as follows:

Pj.st =HSIMO_¢SI(G}“+Sej)20, JjedJ. (S2.18)
9o =1, My -, (GL+S,)20, jeJ. (S2.19)

In the Eurocode standards, all design calculations are divided into two groups and
are aimed at verifying the ultimate and serviceability limit states. Two different reliabil-
ity levels are used for these limit states. In partial factor method, these levels are
achieved by applying the respective representative values of the action. The abovemen-
tioned yield conditions belong to the ultimate limit state, and therefore design values
(with a respective partial factor) of loading should be applied in calculating internal
forces. Serviceability limit state for the structure must be secured as well; therefore dis-
placement constraints must be introduced into the optimisation model (Atkocitinas et al.
1981; Blazevicius, Atkoc¢itnas 2014; Capurso ef al. 1978; Tin-Loi 2000).
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Stiffness conditions (S2.9) belong to serviceability conditions, and thus characteris-
tic values (smaller than design values) of loads should be applied for calculations:

Ui < (#y + 8y ) Sty =1, 2, p, jEJ. (S2.20)

where u;, and u,, are the known vectors of the upper and lower admissible bounds

of displacement variation. The displacement of a perfectly elastic-plastic truss consists
of two components: the residual u, and pseudo-elastic Eej . The residual component is

obtained from the shakedown process. Therefore, it is determined by the ultimate state
with a high reliability level. The vector u, is calculated in the optimization process of a
structure subjected to design values of variable repeated loading: for all possible combi-
nations of loading j, Fj;= yz Fj (Where index d means the design value, k is the charac-
teristic value and y;; is a partial factor for the action). The pseudo-elastic component is
calculated using the Hooke’s law and determined by the serviceability limit state with a
lower reliability level u,; = BF ;. This approach, based on the dual reliability level,

allows for designing more economical structures compared to the earlier presented mod-
els (Atkocitinas et al. 2008), because lower reliability is used for the displacement con-
straints than the strength and stability conditions.

3. Numerical experiments of bar structure optimization

The general optimization model of a discrete system (S2.1)—(S2.10) is adapted for bar
structures in this chapter. Plane frame structures with elements subjected to axial force
and bending moment are considered. Eurocode requirements are applied; therefore, a
mathematical model of optimization is formulated considering strength, stability and
stiffness (displacement constraints) conditions described in Chapter 2. Limiting bending
moment is used to define element’s bearing capacity.

The mathematical model for determining the optimal limiting moment distribution
of the structure at shakedown according to the EC3 standard requirements reads as fol-
lows:

min %LkMOk ; (S3.1)

subject to
Pj5t =MgMy— Py (G'1+ Sej) 20, (S3.2)
0o =, My-D, (G“Sej)ZO, (S3.3)

T T
A0y =0,2,420, 4, =0 (i, 0,=0), z:z(ij,st +he), (834
J

MOk > MOk,IIliIl 5 ke K . (835)



130 SUMMARY IN ENGLISH

Upnp<u, +u.<u u.=Hi. (S3.6)

ej sup >
The influential matrices of the elastic forces, displacements, residual forces and re-
sidual displacements a, f, G and H are dependent on the moments M| ; therefore, the
solution algorithm is performed in an iterative manner .
The unknowns of the problem are the limiting moments M|, and the plastic multi-
pliers 4. The model consists of the strength (shakedown) conditions (S3.2), (S3.6), the
complementary slackness conditions (S3.4) with a new condition for plastic multipliers

of stability 2 jor =0, structural configuration constraints (S3.5) and the displacement

constraints (S3.6). A comparison between four different models of optimization (A, B,
C and D) were analysed in the thesis to investigate the changes made in the new pro-
posed methods. All four models were applied to a benchmark problem of a portal frame.
Models A and B are classical shakedown problems thus they will be omitted in the fur-
ther presented numerical example of a more complex frame optimization.

An optimization problem of a three-floor plane frame (Fig. S2) is considered. The
frame is subjected to four constant and two variable loads, i.e. the forces F; and F;, (forc-
es in kN). The partial factor for design values is yz = 1.3. The main task is to solve the
problem (S3.1)-(S3.6), i.e. to determine the limiting moments M and the respective
cross sections. The elements of the frame are grouped into four groups s,—s4. All the sec-
tions are square hollow (SHS). The elasticity modulus of the material is £ = 210 GPa,
while the yield stress f, = 235 MPa. The prescribed minimum values of the limiting in-
ternal moments My i, are zero for all elements.

Two different cases of optimization problems are considered to evaluate the influ-
ence of new constraints:

C. Shakedown with displacement and stability constraints. This case defines
the model (S3.1)—(S3.6) without the complementary conditions for plastic
multipliers of stability 4, ,. =0.

J,Cr
D. Shakedown with displacement, stability constraints and the new comple-
mentary conditions for plastic multipliers. This is the entire model (S3.1)—

(S3.6) with the new complementary conditions 4 or = 0

Plastic frame deformations in the particular optimization cases are illustrated in Fig.
S2. The values of the objective function (S3.1) were found to be as follows: with model
C-9515.2 kN-m’, with model D — 10112.7 kN-m”.
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Fig. S2. Frame geometry and loading. Plastic hinges in the shakedown state

=0) in model D did not

allow for the emergence of plastic deformations due to the stability conditions as it did in
model C. Thus different stress state as well as the distribution of residual forces and
plastic deformations was determined. Detailed optimization results can be found in the
Table 3.8.

The complementary condition for plastic multipliers (4,

4. Structural optimization with nonlinear yield criterion

Discrete model of a symmetric circular plate consists of linear elements possessing three
nodes each (Fig. S3). The figure indicates positive internal force (bending moment and
shear force) directions. If polar coordinate system origin coincides with the symmetry
axis, only one radius of the plate can be taken into account because internal forces and
displacement do not depend on the angular coordinate. The limit bending moment M,

(resistance) is assumed to be constant over the whole finite element.
In the circular symmetric plate only two bending moments, which depend on radial

coordinate p (Fig.S4), are taken into account (radial M, p ( p) and tangential
M o ( p) ). Bending moments M, ( p) at any point p of finite element k are expressed

via stress M, of element nodal points, using approximation matrix H ( p) :

My (p)
Mo (p)

Mk(P)={

}=Hk(p)-Mk. (S4.1)
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Fig. S3. Finite element of a circular symmetric plate and its positive internal forces.
Relation between global and local coordinates

The problem of determining the optimal limit bending moment distribution in a cir-
cular plate at shakedown is formulated as follows:

min 7 (M), (S4.2)
subject to
AM, =0, (S4.3)
2 T
0; = (M) _F(Mr+MeJ) H(MrJ“MeJ')ZO’ (54.4)
B.S, =B,0,. (S4.5)
T T
0,=230T (M,+Mej) A, (S4.6)
J
e =0,2;20, (S4.7)
M(),min <M, < MO,max’ (84.8)
-1
Upnin < U, _,_[(A(I)T) (D(I)Mr +01(vl))} < Uy s (54.9)
My =0F;, u;=pF;, jeJ. (S4.10)
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Unknowns of the problem are M, M, and 4;. The structure of the plastic de-

T T
formation vector is 0, = [0;,1) 05,2)] = [0;71 0, .. 0pn] .

Numerical experiment 1. The experiment considers a circular plate of radius
R =09 m hinge-supported at its outer contour (Fig. S4). The plate is subjected to a
symmetrically and wuniformly distributed load varying in the range of

—95 kN/m? <q(r)<100 kN/m? and constant uniformly distributed bending moment

M =36.25 kN applied to the outer contour of the plate. The material modulus of elastic-
ity is £=210 GPa, yield stress — o, =210 MPa, Poisson’s ratio — v = 1/3 and the

initial thickness - #=0.03m. Optimal limit bending moments of elements M,
k=12,..,6 are to be found using the model (S4.2)(S4.10). The moments directly de-
termine the thickness of the plate 2 M, =0, t,% / 4.

M q(0) A
guuumm\@.@.@@.@.@

| R L RI6 RI6, RI6, RI6, RI6 RI6,

Fig. S4. Loading and discrete model of the circular plate

An  admissible plate deflection in the centre is bounded to
—0.03m<u, ; +u,; <0.03 m. The results of optimization are presented in Table 4.1.

The optimal thicknesses of the plate are indicated in the last row of the table. The opti-
mal solution is achieved when the problem converges (Fig. S5).

= [ 117.791

E 'M, =117.711 KNm’

< N

E ——

g

E 1

© 1 : o
|

117572

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Iterations

Fig. SS. The convergence of the objective function
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Optimization of circular plates using von Mises yield criterion of the mean is fur-
ther analysed. Yield conditions for whole structure are as follows:

¢j=M0-fj(M,+Me,j)zo,jeJ. (S4.11)
Von Mises yield condition of a section of a circular plate in matrix form reads:
!
T T 2 1 {-05
My [Hy ()] 11 [Hy () [ My <(Mo )" where 1T, = {:‘6‘5—]{”*{“ - (8412)

Integrating both sides of the equation (S4.12) over the width of an element
L, =2b;, gives the yield condition of the mean (or integral yield condition). Changing

the coordinate from local to global as previously stated, leads to:

m! {% }I[Hk )] m [ (¢)] as }Mk < (Mg ) (S4.13)

1
Introducing yield matrix «p:% [ [H, (g)]T [ H, (£)] dé . equation (S4.13)
-1

T 2
becomes M; @ M, < (MO,k) , where:

2 -1 1 {-05{-05}025]
112 1-05 1 1025 -05
111 1-05, 8 | 41 1 |-05
ey T i B B R B (84.14)
0510250 1 [-05] 2 | -1

025{-05i{-05! 1 -1 2

The matrix (S4.14) was introduced by Cyras and Kalanta (Cyras, Kalanta 1977)
but, in the author’s knowledge, was never applied to shakedown problems. This matrix
reduces the number of yield conditions: one condition is written for the entire element
instead of three pointwise conditions (Kagianauskas, Cyras 1988; Nguyen Dang Hung,
Konig 1976). Therefore mathematical programing problem is reduced as well, which is
particularly relevant in practical optimization of structures subjected to multiple variable
repeated loads.

Numerical experiment 2. Circular plate is subjected to a symmetrically and uniformly
distributed load varying in the range of —95 kN/m? < q(t) <100 kN/m? and concen-
trated moment on the outer edge varying in the range of 0 <M (¢)<36.25kN/m
(Fig. S6). Modulus of elasticity is £ =210 GPa, yield stress o, = 210 MPa, Poisson’s

ratio — v =1/3. Optimal limit bending moments are to be found. In this case plate
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displacements are unbounded; therefore the model (S4.2)(S4.10) defines cyclic plastic
collapse. Three optimization problems are solved for a comparison:

*  using pointwise Von Mises yield conditions;
* using yield conditions of the mean;
* using mixed yield conditions (pointwise for the first finite element only) .

0+36.25 kNm —95 + 100 kN/m A\
';gHHHHHHHHHH\[Q 2 0 ® 6 ©
, R=09 6x 0.15

3625 L1 §>,»

51.01
e g (O S N

53.99
53.72 ¢
53.09
50.58
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==@==Yield conditions of the mean

Mixed yield conditions
Fig. S6. Discrete model of the circular plate. Bending moment diagrams in kN

If yield conditions of the mean are applied some difficulties arise in the assessment
of internal forces at the symmetry point (Fig. S6). In this case mixed yield conditions
show significantly better results. Having in mind that elastic internal forces are calculat-
ed in all three nodes of the elements, mixed yield conditions do not complicate problem
formulation.

General conclusions

1. The duality of Melan and Koiter theorems is demonstrated for the cyclic
plastic collapse state. Using mathematical programming theory it has been
proven that for the pre-collapse state it becomes the classical Koiter theorem
statement.

2. The thesis proves that in the case when load variation bounds are known,
shakedown state is achieved due to unique residual force distribution (new
conclusion for the Melan theorem).

3. The thesis develops general theoretical as well as particular practical formu-
lations of optimal shakedown design problems of trusses, frames and plates
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were developed in the thesis (formulations are based on extreme energy
principles, finite element method and mathematical programming). Devel-
oped methods can be successfully applied in the creation of more economi-
cal design compared to the common practice.

. An optimality criterion together with the Euler-Lagrange equations becomes

the basis for the mathematical model for the optimal shakedown design prob-
lem. A kinematic formulation of the shakedown analysis problem proves that
a mathematical model of the optimization problem is valid for a holonomic
process of plastic deformations. Particularly important structures must be
additionally checked for serviceability limit state requirements for the upper
and lower bounds of residual displacements.

. The thesis demonstrates that optimal shakedown design problems should in-

clude Eurocode ultimate and serviceability limit state requirements which
are represented by individual partial factors for strength and deformability
constraints.

. The thesis shows how standardised buckling requirements of plastically de-

formed elements are combined with mathematical programming slackness
conditions. It proves that slackness conditions contradict standard require-
ments and are inadequate to ensure shakedown state of a structure. To elim-
inate this conflict new conditions for plastic multipliers are introduced and
numerically tested.

. Frame optimization results showed that actual design of a structure at

shakedown considerably differs from cyclic plastic collapse design (21.2%
difference of the objective function values of models A and D in the first
experiment). New conditions for plastic multipliers insignificantly increase
value of the objective function: 2.7% and 2.9% in the first and second ex-
periments respectively. In the case of truss optimization, these conditions
cause slight increase in volume (2.0% and 7.8% in the first and second ex-
periments). Such safety reserve allows evaluating stability conditions more
accurately and avoiding possible collapse due to element buckling (loss of
stability).

. Numerical experiments of truss, frame and circular plate optimization prob-

lems testify that shakedown theory should be applied in practical standard-
ized design of steel structures.



Priedai’

A priedas. Santvaros optimizavimo programinis kodas
B priedas. Rémo optimizavimo programinis kodas
C priedas. Plokstés optimizavimo programinis kodas

D priedas. Bendraautoriy sutikimai teikti publikacijose skelbtg
moksline medZiagg daktaro disertacijoje

E priedas. Autoriaus moksliniy publikacijy disertacijos
tema kopijos

! Priedai pateikti atskiroje elektroninéje laikmenoje
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